Determinação teórica do coeficiente de sucção de uma sonda para amostragem de particulados by Molenda, Carlos Henrique de Andrade
U N I V E R S I D A D E  F E D E R A L  D E  S A N T A  C A T A R I N A  
C U R S O  D E  P Õ S - G R A D U A Ç Â O  E M  E N G E N H A R I A  M E C Â N I C A
D E T E R M I N A Ç Ã O  T E Ó R I C A  D O  C O E F I C I E N T E  D E  S U C Ç Ã O  D E  
U M A  S O N D A  P A R A  A M O S T R A G E M  D E  P A R T I C U L A D O S
D I S S E R T A Ç Ã O  S U B M E T I D A  Ã  U N I V E R S I D A D E  F E D E R A L  D E  S A N T A  
C A T A R I N A  P A R A  O B T E N Ç Ã O  D O  G R A U  D E  M E S T R E  E M  E N G E N H A R I A
C A R L O S  H E N R I Q U E  D E  A N D R A D E  M O L E N D A
F L O R I A N Ó P O L I S , MARÇO; 1 9 8 7
D E T E R M I N A Ç Ã O  T E Ó R I C A  D O  C O E F I C I E N T E  D E  S U C Ç Ã O  D E
' * i
U M A  S O N D A  P A R A  A M O S T R A G E M  D E  P A R T I C U L A D O S
' . ' I
- - _ . . _ .qj 
C a r l o s  H e n r i q u e  d e  A n d r a d e  M o l e n d a
E S T A  D I S S E R T A Ç Ã O  F O I  J U L G A D A  A D E Q U A D A  P A R A  O B T E N Ç Ã O  D O  
T Í T U L O  D E
E S P E C I A L I D A D E  E N G E N H A R I A  M E C Â N I C A  Ã R E A  D E  C O N C E N T R A Ç Ã O  
C I Ê N C I A S  T É R M I C A S  E  A P R O V A D A  E M  S U A  F O R M A  F I N A L  P E L O  
C U R S O  D E  P Ó S - G R A D U A Ç Ã O  E M  E N G E N H A R I A  M E C Â N I C A
M E S T R E  E M  E N G E N H A R I A
Ó
P r o f .  P a u l o  C e s a r  P h i l i p p i ,  D r .  Ing.
—j
P r o f .  A r n .p B l a s s ,  P h . D .
C o o r d e n a d o r  d o  C u r s o  d e  P ó s - G r a d u a ç ã o  
e m  E n g e n h a r i a  M e c â n i c a
/
B A N C A  E X A M I N A D O R A :
P r o f .  P a u l o  C e s a r  P h i l i p p i ,  Dr. In g .
P r o f .  Ãlva] ’ ~ ‘ ’h . D .
P r o f .  S é r g i o  C o l l e ,  D. Sc.
A G R A D E C I M E N T O S
A o  P h i l i p p i  p e l a  o r i e n t a ç ã o ,  q u e  n ã o  se l i m i t o u  
e s t e  t r a b a l h o  e  e x i g i u  e n o r m e  p a c i ê n c i a .
A o  H a l a l  pelos b i s u s .
iv
S U M Á R I O
R E S U M O ...... .............. ............................................ ...v i i
A B S T R A C T  . . ............................................................... v i i i
L I S T A  D E  F I G U R A S  . ................................................... ...ix
C A P Í T U L O  1 - Í N T R O V U Ç Ã O ......... ..............................01
C A P I T U L O  2 - 0 MOVIMENTO VE PARTÍCULAS SUSPENSAS EM
FLUIVOS
2.1 - O s  M e c a n i s m o s  d e  T r a n s p o r t e  d e  P a r t í c u l a s  ...... ...07
2 . 2  - A  F o r ç a  d e  A r r a s t e  d o  F l u i d o  s o b r e  a  Partícula .. 07
2 . 3  - A  D i f u s ã o  B r o w n i a n è  ..........................................13
2 . 4 -  A  T e r m o f o r e s e  ............................................... ...15
2 . 5  - A  D i f u s i o f o r e s e  ........................ .................. ...16
2 . 6  - A  F o t o f o r e s e  ................................................... 16
2 . 7  - A  A ç ã o  d e  C a m p o s  d e  F o r ç a s  .... ................... .....17
C A P Í T U L O  3 - A VEPÕSTÇAO E COLETA VE PARTÍCULAS
3.1 - A s  F o r ç a s  d e  A d e s ã o  ....................... ................ 19
3.1.1 - Aò FoA-çaA de. London-Van V&n. Waatò . . . . .  19
3.1.1 - A& F oh.ç.(Lt> Ele.tK0 6 tãti.ca6 ..................... 20
3.1.3 - Aá F oslç.o.6 de Tènóão Supe.A^Á.cÁaZ . . . . . . .  21
3 . 2  - O s  M e c a n i s m o s  d e  D e p o s i ç ã o  ............................ ..21
3.2.1 - A Inte.n.czptaçã.0 ..... .............. -...... ..22
V3 . 2 . 2  - Á Impactação Inefidíal ......................
3 . 2 . 3  - A Vl^uião Bfiown-Lana ......................
3 . 2 .4 - A V z p o & íçõlo Tufibulznta ............... .
3 . 2 . 5  - A A ç ã o  S Z m u Z t â m a  da lnte.fic&ptação, da
Impactação Ine.fLC.laZ e. da VÁ.fau&ão Bfiow 
nlana ................ ............. ........
3 . 3  - A  C o l e t a  d e  A m o s t r a s  d e  P a r t i c u l a d o s  ............
C A P Í T U L O  4 - A DETERMINAÇÃO TEÕRTCA VO COEFICIENTE
VE SUCÇÃO VE U M A  SONVA
4.1 - O  M é t o d o  d a  D i s t r i b u i ç ã o  d e  F o n t e s  ...............
4 . 2  — Á D e t e r m i n a ç ã o  d a s  L i n h a s  d e  C o r r e n t e  e d a s
T r a j e t ó r i a s  d a s  P a r t í c u l a s  ..........................
4.2.1 - A6 Llnhaò de. Con.fie.nte. ...................
4. 2 . 2  - A* Tfiaje.tÕfilai daò VafttZcuZaò .........
4 . 3 - 0  C o e f i c i e n t e  d e  S u c ç ã o  ..........................
C A P Í T U L O  5 - A OBTENÇÃO E ANÁLISE VOS RESULTAVOS
5.1 - C o m p a r a ç ã o  d o s  R e s u l t a d o s  o b t i d o s  a t r a v é s  d o  
M é t o d o  N u m é r i c o  c o m  a S o l u ç ã o  A n a l í t i c a  d o  Es^ 
c o a m e n t o  e m  T o r n o  d e  u m  C i l i n d r o  ..................
5 .1.1 - A SoZução AnaZZtZca ......................
5.1.2 - A SoZução Name.fiZca .......................
















5 . 2  - A  E s c o l h a  d a  D i s c r e t i z a ç ã o  d a  S u p e r f í c i e  ......
5 . 3  - C o m p a r a ç ã o  e n t r e  u m  A l g o r i t m o  D e s e n v o l v i d o  Es^
p e c i f i c a m e n t e  p a r a  R e s o l v e r  a  E q u a ç ã o  d a  Traje^ 
t õ r i a  d a  P a r t í c u l a  e o  M é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  
d e  4 ?  O r d e m  .................................................
5 . 4  - A s  L i n h a s  d e  C o r r e n t e  C r í t i c a s  e a s  T r a j e t o
r i a s  C r í t i c a s  .............................................
5 . 5  - O s  C o e f i c i e n t e s  d e  S u c ç ã o  . .........................
C A P Í T U L O  6 - COMENTÁRIOS FINAIS ................ ........
B I B L I O G R A F I A .......................... ................... ........
0
A P Ê N D I C E  1 - A FORÇA VE ARRASTE EM UMA ESFERA ACE
LERAVA EM CREEPING FLOW ................
A P Ê N D I C E  2 - A OBTENÇÃO VA EQUAÇÃO INTEGRAL NA
FRONTEIRA ............... .................
A P Ê N D I C E  3 - VETERMINAÇÃO VOS COEFICIENTES VAS IN
TENSIVAVE VAS FONTES NO SISTEMA VE 
EQUAÇÕES .................. ...............
A P Ê N D I C E  4 - ALGORITMO PARA RESOLUÇÃO VA EQUAÇÃO
VA TRAJETÓRIA VA PARTÍCULA .........
v i i
R E S U M O
O s  c o e f i c i e n t e s  d e  s u c ç ã o  d e  u m a  s o n d a  d e  a m o s  
t r a g e m  d e  p a r t i c u l a d o s  f o r a m  d e t e r m i n a d o s  t e o r i c a m e n t e  a p ó s
u m a  a n á l i s e  d o s  p r o c e s s o s  d e  t r a n s p o r t e  e d e p o s i ç ã o  d e  p a r t í c u  
l a s  s u s p e n s a s  e m  f l u i d o s  e d o s  m e c a n i s m o s  r e l e v a n t e s  n a  a m o s  
t r a g e m  d e  a e r o s o i s .  0  e s c o a m e n t o  e m  t o r n o  d a  s o n d a  f o i  c o n s i d e  
r a d o  p o t e n c i a l  e o  c a m p o . d e  v e l o c i d a d e s  f o i  o b t i d o  u t i l i z a n d o -  
s e  o  m é t o d o  d e  d i s t r i b u i ç ã o  d e  f o n t e s .  N a  d e t e r m i n a ç ã o  d a s  t r a  
j e t ó r i a s  d a s  p a r t í c u l a s  f o i  u t i l i z a d o  u m  m é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  
d e  4 ? o r d e m  e f o i  c o n s i d e r a d o  o  a r r a s t e  p e l o  f l u i d o  n a  f o r m a  d a  
l e i  d e  S t o k e s . F o r a m  a n a l i s a d a s  a s  i n f l u ê n c i a s  d a  l a r g u r a  d a  
a b e r t u r a  d a  sonda, d a  r e l a ç ã o  e n t r e  a v e l o c i d a d e  d o  v e n t o  l a t e  
r a l  e a v e l o c i d a d e  d e  s u c ç ã o  e d o  n ú m e r o  d e  S t o k e s .  C o n s t a t o u -  
se: o  c a r á t e r  a l t a m e n t e  s e l e t i v o  d a  s o n d a ;  a e x i s t ê n c i a  d e  u m a  
v e l o c i d a d e  d e  v e n t o  m á x i m a  a c i m a  d a  q u a l  n ã o  h á  c o l e t a  d e  partjL 
c u i a s ;  u m  r e c r e s c i m e n t o  d o  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  c o m  o  n ú m e r o  
d e  S t o k e s  a p a r t i r  d e  c e r t o s  v a l o r e s  d a  l a r g u r a  d a  a b e r t u r a  d a  
s o n d a  e d a  v e l o c i d a d e  d e  s u c ç ã o .
v i i i
A B S T R A C T
T h e  s u c t i o n  c o e f f i c i e n t  h a s  b e e n  t h e o r e t i c a l l y  d e  
t e r m i n e d ,  i n  t h i s  w o r k ,  f o r  a n  a e r o s o l  p r o b e ,  a f t e r  p e r f o r m i n g  
a n  a n a l y s i s  o f  t h e  m a i n  f a c t o r s  w h i c h  a r e  i m p o r t a n t  i n  t h e  
p r o c e s s e s  o f  a e r o s o l  d e p o s i t i o n .  T h e  f l o w  a r o u n d  t h e  p r o b e  h a s  
b e e n  c o n s i d e r e d  t o  b e  p o t e n c i a l  a n d  t h e  v e l o c i t y  f i e l d  h a s  b e e n  
o b t a i n e d  u s i n g  t h e  s u r f a c e - s o u r c e  m e t h o d .  A  R u n g e - K u t t a  algorithm 
h a s  b e e n  u s e d  f o r  c a l c u l a t i n  t h e  p a r t i c l e s  t r a j e c t o r i e s  a n d  it 
h a s  b e e n  c o n s i d e r e d  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  p a r t i c l e s  a n d  
t h e  f l u i d  a s  f o l l o w i n g  t h e  S t o k e s '  L a w .  T h e  i n f l u e n c e  o f  ■ t h e  
w i d t h  o f  t h e  p r o b e  s l i t  a n d  o f  t h e  r a t i o  b e t w e e n  t h e  s u c t i o n
s p e e d  a n d  t h e  l a t e r a l  w i n d  h a s  b e e n  c a l c u l a t e d ,  f o r  s e v e r a l  
S t o k e s '  n u m b e r s ,  t h e  s e l e c t i v e n e s s  o f  t h e  p r o b e ,  t h e  e x i s t e n c e  
o f  a m a x i m u m  w i n d  s p e e d  a b o v e  w h i c h  t h e r e  is n o  c o l e c t i o n  o f  p a r  
t i d e s  a n d  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  s u c t i o n  c o e f f i c i e n t  i n  f u n c t i o n  
o f  t h e  S t o k e s '  n u n b e r  h a v e  b e e n  o b s e r v e d .
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1C A P Í T U L O  1
1NTR0VUÇÃ0
N a  a n á l i s e  d e  i n ú m e r o s  p r o c e s s o s  e x i s t e n t e s  n a  
n a t u r e z a ,  t a n t o  q u a n t o  e m  d i s p o s i t i v o s  c r i a d o s  p e l o  h o m e m ,  a d e  
t e r m i n a ç ã o  d o  c a m p o  d e  v e l o c i d a d e s  e d a s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t i  
c u i a s  s u s p e n s a s  e m  u m  f l u i d o  é d e  g r a n d e  i m p o r t â n c i a .  A l g u n s  
e x e m p l o s  sã o :  s e d i m e n t a ç ã o  e m  r i o s  e e s t u á r i o s ,  d e p o s i ç ã o  d e  
p ó s  e m  f i l t r o s ,  f o r m a ç ã o  d e  d e p ó s i t o s  e m  t r o c a d o r e s  d e  c a l o r  e 
f o r n a l h a s ,  o p e r a ç ã o  d e  c o l e t o r e s  d e  a m o s t r a s  d e  p a r t i c u l a d o s ,
e r o s ã o  e m  r o t o r e s  d e  t u r b i n a s  a g á s  o u  v a p o r .
O s  m e c a n i s m o s  q u e  p o d e m  c o n t r i b u i r  p a r a  o t r a n s  
p o r t e  d e  p a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  e m  m e i o s  f l u í d i c o s  s ã o  a d i f u s ã o  
b r o w n i a n a ,  o  a r r a s t e  p e l o  f l u i d o ,  a a ç ã o  d e  f o r ç a s : e x t e r n a s ,  a 
t e r m o f o r e s e ,  a f o t o f o r e s e  e a d i f u s i o f o r e s e . E m  a l g u n s  p r o b l e  
m a s  u m a  a n á l i s e  b a s e a d a  e m  a p e n a s  u m  d o s  m e c a n i s m o s  é s u f i c i e n  
t e .  E m  o u t r o s  é n e c e s s á r i o  se c o n s i d e r a r  a a ç ã o  d e  v á r i o s  d e s
s e s  m e c a n i s m o s  a g i n d o  s i m u l t a n e a m e n t e .
A  d i f u s ã o  b r o w n i a n a  o c o r r e  q u a n d o  a s  p a r t í c u l a s
s ã o  m u i t o  p e q u e n a s  e a u m e n t a  c o m  a r e d u ç ã o  d o  t a m a n h o  d a  p a r t i  
c u i a .  E m  e s c o a m e n t o s  a c o n v e c ç ã o  se s o m a  à d i f u s ã o  p a r a  o r i g i  
n a r  o  p r o c e s s o  n o r m a l m e n t e  c i t a d o  n a  l i t e r a t u r a  c o m o  d i f u s ã o  
c o n v e c t i v a .  E s s e  m e c a n i s m o  é i m p o r t a n t e  e m  p r o c e s s o s ,  e . g . ,  d e  
d e p o s i ç ã o  e m  f i l t r o s  e p u r i f i c a d o r e s  d e  g a s e s  e n a  f o r m a ç ã o  d e  
d e p ó s i t o s  n o s  p u l m õ e s .  0  d i â m e t r o  d a s  p a r t í c u l a s  p a r a  o s  q u a i s  
a d i f u s ã o  c o n v e c t i v a  é e f e t i v a  d e p e n d e  d a  v e l o c i d a d e  d o  e s
c o a m e n t o  e d a s  f o r ç a s  e x t e r n a s  a t u a n t e s  m a s  e s t á  u s u a l m e n t e  n a
2f a i x a  d p  < 1 V m  [1 ].
S e  a  m a s s a  d a s  p a r t í c u l a s  é t a l  q u e  s u a  i n é r c i a  ' 
é s i g n i f i c a t i v a ,  o  b a l a n ç o  d e  f o r ç a s  o u  q u a n t i d a d e  d e  m o v i m e n t o  
r e l a t i v o  a u m a  p a r t í c u l a  s u s p e n s a  e m  m e i o  v i s c o s o ,  u s a d o  p a r a  
d e s c r e v e r  o  m o v i m e n t o  d a s  p a r t í c u l a s ,  d e v e  c o n s i d e r a r  a s  f o r ç a s  
v i s c o s a s  e e x t e r n a s  q u e  a t u a m  s o b r e  e l a s .  D i f e r e n t e  d a  d i f u s ã o  
q u e  é u m  p r o c e s s o  e s t o c á s t i c o ,  o m o v i m e n t o  d a s  p a r t í c u l a s  n a  fai_ 
x a  i n e r c i a l  é d e t e r m i n í s t i c o ,  o  q u e  p e r m i t e  o  e s t u d o  d e  t r a j e t ó  
r i a s  d e  p a r t í c u l a s  i n d i v i d u a i s .
A s  f o r ç a s  e x t e r n a s  m a i s  i m p o r t a n t e s  s ã o  a f o r ç a  
g r a v i t a c i o n a l  e a s  f o r ç a s  e l é t r i c a s .  0  c a m p o  g r a v i t a c i o n a l  e s t á  
p r e s e n t e  p r a t i c a m e n t e  e m  t o d a s  a s  a p l i c a ç õ e s  m a s  d e v i d o  ã reduzi^
d a  m a s s a  d a s  p a r t í c u l a s ,  é d e s p r e z a d o  n a  m a i o r  p a r t e  d a s  a n á l i
tf • . 
ses. 0  u s o  d a  p r e c i p i t a ç ã o  e l é t r i c a  a t u a l m e n t e  e p r a t i c a m e n t e  res
t r i t o  ã  r e m o ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  e m  g a s e s  d e  c h a m i n é s  i n d u s t r i a i s .
Q u a n d o  g a s e s  aquecidos c o n t e n d o  p a r t í c u l a s  s u s p e n  
s a s  e s c o a m  s o b r e  s u p e r f í c i e s  f r i a s ,  o t r a n s p o r t e  d e  p a r t í c u l a s  
d e v i d o  à t e r m o f o r e s e  p o d e  s e r  s i g n i f i c a t i v o .  E m  t r o c a d o r e s  d e  
c a l o r  a d e p o s i ç ã o  p r o v o c a d a  p o r  e s s e  p r o c e s s o  c a u s a  u m a  r e d u ç ã o  
d o  c o e f i c i e n t e  d e  t r o c a  t é r m i c a  [1]. A s  a p l i c a ç õ e s  d a  t e r m o f o r e  
s e . s ã o  m u i t o  r e d u z i d a s  m a s  u m  e x e m p l o  é a a m o s t r a g e m  d e  p a r t í c u  
l a s  d e  d i â m e t r o  m u i t o  p e q u e n o  e m  s u s p e n s õ e s .
A  f o t o f o r e s e  p o d e  d e s e m p e n h a r  u m  i m p o r t a n t e  p a  
p e l  n o  m o v i m e n t o  d e  p a r t i c u l a d o s  p r e s e n t e s  n a  a t m o s f e r a ,  e s p e  
c i a l m e n t e  a g r a n d e s  a l t i t u d e s  [2]. A  d i f u s i o f o r e s e , s e g u n d o
G o l d S m i t h  e M a y  [,3] , é r e l e v a n t e  e m  m u i t o s  p r o c e s s o s  o n d e  o c o r  
r e  o f e n ô m e n o  d a  d i f u s ã o  d e  v a p o r  d ' á g u a .
N o s  ú l t i m o s  a n o s  v á r i o s  t r a b a l h o s  t ê m  s i d o  d e d i c a  
d o s  à a n á l i s e  d o s  e f e i t o s  d e  i n é r c i a  e d i f u s ã o  s i m u l t â n e o s  e m
3p r o c e s s o s  d e  d e p o s i ç ã o  d e  p a r t í c u l a s .  F e r n a n d e z  d e  L a  M o r a  e 
R o s n e r  [4] c o m  u m  f o r m a l i s m o  e u l e r i a n o  a n a l i s a r a m  o  p r o b l e m a  d e  ' 
d e p o s i ç ã o  s o b  a a ç ã o  d a  i n é r c i a  e d a  d i f u s ã o .  G u p t a  e P e t e r s
[5,6] e m  1 9 8 5  a p r e s e n t a r a m  u m  m é t o d o  p a r a  d e t e r m i n a r  a  e f i c i ê n  
c i a  d e  c a p t u r a  d e  p a r t í c u l a s  b a s e a d o  n a  s o l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  o r d i  
n á r i a  d e  L a n g e v i n  d o  m o v i m e n t o  d a s  p a r t í c u l a s .
P a r a  p a r t í c u l a s  m a i o r e s  q u e  1 :ym o  m e c a n i s m o  mais 
i m p o r t a n t e  é o  i n e r c i a l  q u e  p r o v o c a  a d e p o s i ç ã o  e m  s u p e r f í c i e s  
n u m  p r o c e s s o  c o n h e c i d o  c o m o  i m p a c t a ç ã o  i n é r c i a l :  n o  e s c o a m e n t o  
e m  t o r n o  d e  o b s t á c u l o s ,  q u a n d o  o n ú m e r o  d e  s t o k e s  ( t e m p o  d e  r e  
l a x a ç ã o  d a  p a r t í c u l a  d i v i d i d o  p e l o  t e m p o  d e  r e s i d ê n c i a  c a r a c  
t e r í s t i c o  d o  e s c o a m e n t o )  é s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e ,  d e v i d o  ã i 
n é r c i a  a s  p a r t í c u l a s  s ã o  i n c a p a z e s  d e  a c o m p a n h a r  m o v i m e n t o s  cur 
v i l í n e o s  d o  f l u i d o  e t e n d e m  a c o n t i n u a r  e m  l i n h a  r e t a  c h o c a n d o -  
s e  c o n t r a  o  o b s t á c u l o .  E s t e  m e c a n i s m o  p o d e  t e r  e f e i t o s  c o n s i d e  
r á v e i s  n o  p r o c e s s o  d e  a m o s t r a g e m  d e  p a r t i c u l a d o s , p r o v o c a n d o  di. 
f e r e n ç a s  e n t r e  a  c o n c e n t r a ç ã o  o b t i d a  p e l a  s o n d a  d e  a m o s t r a g e m  e 
a  c o n c e n t r a ç ã o  r e a l .
D e v i d o  à s u a  g r a n d e  a p l i c a b i l i d a d e  e r e l a t i v a  siin 
p l i c i d a d e  d e  f o r m u l a ç ã o  m a t e m á t i c a ,  a i m p a c t a ç ã o  i n e r c i a l  t e m  
r e c e b i d o  c o n s i d e r á v e l  a t e n ç ã o .  C o n f o r m e  F r i e d l a n d e r  [1], F u c h s  
e m  s e u  l i v r o  " M e c h a n i c s  o f  A e r o s o l s "  (1964) f a z  u m a  m e t i c u l o s a  
r e v i s ã o  d a  l i t e r a t u r a  d o s  a n o s  50 s o b r e  o  c o m p o r t a m e n t o  d e  a e r o  
s ó i s  n a  f a i x a  i n e r c i a l ,  l i s t a n d o  8 8 6  r e f e r ê n c i a s .  O u t r a  revi. 
s ã o  é  f e i t a  p o r  G o l o v i n  e P u t n a m  [7]. U m  t r a b a l h o  m a i s  r e c e n t e  
é o  d e  M o r s i  e A l e x a n d e r  [8 ] o n d e  é a n a l i s a d o  o  m o v i m e n t o  d e  
p a r t í c u l a s  e m  e s c o a m e n t o s  e m  t o r n o  d e  u m  c i l i n d r o  c i r c u l a r  e d e  
p e r f i s  a e r o d i n â m i c o s ,  s e n d o  q u e  o  a r r a s t e  d a  p a r t í c u l a  é c o n s i  
d e r a d o  v a r i á v e l  c o m  o  n ú m e r o  d e  R e y n o l d s .
4O s  t r a b a l h o s ,  p u b l i c a d o s  a t é  o  m o m e n t o  r e s t r i n  
g e m - s e  g e r a l m e n t e  a e s c o a m e n t o s  p o t e n c i a i s ,  e m  t o r n o  d e  o b s t á c u  ' 
l o s  s i m p l e s  p a r a  o s  q u a i s  é p o s s í v e l  e n c o n t r a r  u m a  e x p r e s s ã o  a 
n a l í t i c a  p a r a  a  v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o .  Q u a n d o  a g e o m e t r i a  d o  
p r o b l e m a  é c o m p l i c a d a ,  e l a  é a p r o x i m a d a  p a r a  u m a  m a i s  s i m p l e s .  
E m  c o n f i g u r a ç õ e s  c o m p l e x a s ,  c o m o  u m  c o n j u n t o  d e  f i b r a s  e m  u m  
f i l t r o ,  s ã o  u s a d o s  m o d e l o s  d e  c a m p o  d e  e s c o a m e n t o  c o m o  o s  d e  
K u w a b a r a - H a p p e l  o u  S p i e l m a n - G o r e n  [9,10].
^  __ O  u s o  d e  e s c o a m e n t o  p o t e n c i a l  c a u s a  l i m i t a ç õ e s
n a  a p l i c a ç ã o  d o s  r e s u l t a d o s ,  p o r é m  a g r a n d e  f o n t e  d e  e r r o s  é, 
s e m  d u v i d a ,  a a l t e r a ç ã o  d a  g e o m e t r i a  d o  p r o b l e m a  a f i m  d e  se 
c o n s e g u i r  s o l u ç õ e s  a n a l í t i c a s  p a r a  o  e s c o a m e n t o .
E m  p r o b l e m a s  t r i d i m e n s i o n a i s  o  e s c o a m e n t o  p o t e n  
c i a i  s o m e n t e  p o d e  s e r  s o l u c i o n a d o  a n a l i t i c a m e n t e  p e l a  t é c n i c a  
d e  s e p a r a ç ã o  d e  v a r i á v e i s .  P a r a  e s t a  t é c n i c a  s e r  a p l i c á v e l  a 
f r o n t e i r a  d e v e  s e r  u m a  s u p e r f í c i e  c o o r d e n a d a  d e  u m  d o s  s i s t e m a s  
d e  c o o r d e n a d a s  o r t o g o n a i s  p a r a  o s  q u a i s  a e q u a ç ã o  d e  L a p l a c e  p o  
d e  s e r  s e p a r a d a  e m  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  o r d i n á r i a s .
N o  c a s o  bidimensional p o d e - s e  u s a r  a t r a n s f o r m a  
ç ã o  c o n f o r m e .  A p l i c a ç õ e s  c l á s s i c a s  d o  m a p e a m e n t o  c o n f o r m e  t r a  
t a m  e m  g e r a l  c o m  s o l u ç õ e s  d a  e q u a ç ã o  d e  L a p l a c e ,  a  q u a l  p e r m a n e  
c e  i n v a r i a n t e  s e  o  p l a n o  r e a l  é s u b m e t i d o  a u m a  t r a n s f o r m a ç ã o  
c o n f o r m e .  C o n s e q u e n t e m e n t e ,  q u a l q u e r  c o n f i g u r a ç ã o  c o m p l i c a d a  p o  
d e  s e r  t r a n s f o r m a d a  e m  u m a  m a i s  c o n v e n i e n t e  s e m  m o d i f i c a ç ã o  d a  
e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  q u e  g o v e r n a  o p r o b l e m a .
U m  d o s  p r o b l e m a s  e n v o l v e n d o  o  u s o  d o  m a p e a m e n t o  
c o n f o r m e  r e s u l t a  d o  f a t o  q u e  n e m  s e m p r e  é f á c i l  e n c o n t r a r  a f u n  
ç ã o  q u e  t r a n s f o r m a  u m  d e t e r m i n a d o  d o m í n i o  e m  o u t r o  o n d e  o  p o t e n  
c i a i  c o m p l e x o  d e  v e l o c i d a d e  s e j a  ç o n h e c i d o .  O  s u c e s s o  d a  c o n s
5t r u ç ã o  d e  u m a  f u n ç ã o  d e  m a p e a m e n t o  d e p e n d e  m u i t o  d a  e x p e r i ê n c i a  
c o m  f u n ç õ e s  d e  v a r i á v e l  c o m p l e x a  e d a  a j u d a  d e  d i c i o n á r i o s  d e  
t r a n s f o r m a ç ã o  c o n f o r m e .  A  f ó r m u l a  d e  S c h w a r z - C h r i s t o f e l l  é res; 
t r i t a  a p o l í g o n o s  [ 1 1 , 1 2 ] ,  O u t r o s  m é t o d o s  d i s p o n í v e i s  e n v o l v e m  
a r e s o l u ç ã o  n u m é r i c a  d e  e q u a ç õ e s  i n t e g r a i s  ( d o m í n i o s  s i m p l e s m e n  
t e  conexos e d u p l a m e n t e  c o n e x o s )  [ 1 3 , 1 4 ] ,  o u  a d e t e r m i n a ç ã o  d e  
c o e f i c i e n t e s  d e  u m a  s é r i e  d e  f u n ç õ e s  o r t o g o n a i s  ( d o m í n i o s  m u i  
t i - c o n e x o s )  [1 1 ].
E m  d o m í n i o s  s i m p l e s m e n t e  c o n e x o s  o s  p o t e n c i a i s
c o m p l e x o s  s ã o  f a c i l m e n t e  e n c o n t r a d o s  u s a n d o - s e  a s u p e r p o s i ç ã o  de
e s c o a m e n t o s  s i m p l e s .  P r o b l e m a s  e m  d o m í n i o s  d u p l a m e n t e  c o n e x o s
p o d e m ,  s e r  r e s o l v i d o s  u s a n d o - s e  o m é t o d o  d e  S e d o v  [15]. P a r a  d o
m í n i o s  m u l t i - c o n e x o s , H a l s e y  [16] a p r e s e n t a  u m  m é t o d o  (de m a
í
p e a m e n t o  e d e t e r m i n a ç ã o  d o  p o t e n c i a l  c o m p l e x o )  t r a b a l h o s o ,  c o m  
p l i c a d o  e q u e  e n v o l v e  a l g u m a s  a p r o x i m a ç õ e s .
T e n d o - s e  e m  v i s t a  a s  l i m i t a ç õ e s  e d i f i c u l d a d e s  
d o  m a p e a m e n t o  c o n f o r m e  e d o s  m é t o d o s  d e  d e t e r m i n a ç ã o  d o  p o t e n  
c i a i  c o m p l e x o  d e  v e l o c i d a d e ,  é n a t u r a l  s e  p e n s a r  n a  r e s o l u ç ã o  
n u m é r i c a  d o  p r o b l e m a  d o  e s c o a m e n t o .  N a  e s c o l h a  d o  m é t o d o  d u a s  
c o n s i d e r a ç õ e s  d e v e m  s e r  f e i t a s :  a) u s u a l m e n t e  o s  d o m í n i o s  s ã o  
e x t e r i o r e s ;  b) a e q u a ç ã o  d o  m o v i m e n t o  d a  p a r t í c u l a  é r e s o l v i d a  
u s a n d o - s e  o  m é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  è s ã o  n e c e s s á r i a s  a s  
v e l o c i d a d e s  d o  f l u i d o  a o  l o n g o  d a  t r a j e t ó r i a ,  e m  c a d a  p a £
so d o  R u n g e - K u t t a  a o  l o n g o  d e s t a .  C o m  i s t o  f i c a  e v i d e n t e  a g r a n  
d e  v a n t a g e m  d o  u s o  d o  m é t o d o  d e  e l e m e n t o s  n o  c o n t o r n o  e m  r e l a  
ç ã o  a  " m é t o d o s  d e  d o m í n i o "  c o m o  d i f e r e n ç a s  f i n i t a s  e e l e m e n t o s  
f i n i t o s .
N e s t e  t r a b a l h o  o p r o b l e m a  d o  e s c o a m e n t o  p o t e n  
ciai b i d i m e n s i o n a l  f o i  f o r m u l a d o  a t r a v é s  d e  u m a  e q u a ç ã o  i n t e
6g r a l  n a  s u p e r f í c i e  o n d e  a s  s i n g u l a r i d a d e s  d i s t r i b u i d a s  s ã o  f o n  
t e s .  A  e s c o l h a  d o  m é t o d o  d e  d i s t r i b u i ç ã o  d e  f o n t e s  é d e v i d o  à 
s u a  s i m p l i c i d a d e  e d e  s e r  b e m  a d e q u a d o  a p r o b l e m a s  d e  N e u m a n n  
e x t e r i o r e s  [ 1 7 , 1 8 ] .
U t i l i z a n d o - s e  o s  m é t o d o s  c i t a d o s  a c i m a ,  f o i  d e  
t e r m i n a d o  t e o r i c a m e n t e  o c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  d e  u m a  s o n d a  d e  
a m o s t r a g e m  d e  p a r t i c u l a d o s , c o m  a f o r m a  d e  u m  c i l i n d r o  c o m  u m a  
r a n h u r a  c o m o  p r o p o s t o  p o r  Z e b e l  [29].
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2.1 - O s  M e c a n i s m o s  d e  T r a n s p o r t e  d e  P a r t í c u l a s
O  m o v i m e n t o  d a s  p a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  e m  f l u i d o s  
p o d e  o c o r r e r  d e v i d o  ã d i f u s ã o  B r o w n i a n a ,  ã t e r m o f o r e s e ,  ã d i f u  
s i o f o r e s e ,  ã f o t o f o r e s e ,  ã a ç ã o  d e  c a m p o s  d e  f o r ç a  e ã f o r ç a  d e
a r r a s t e  d o  f l u i d o  s o b r e  a p a r t í c u l a .
A  i m p o r t â n c i a  d e  c a d a  u m  d o s  m e c a n i s m o s  n o  m o v i ­
m e n t o  r e s u l t a n t e  d a s  p a r t í c u l a s  d e p e n d e  d e  a l g u n s  f a t o r e s  c o m o ,  
p o r  e x e m p l o ,  o  d i â m e t r o  d a  p a r t í c u l a ,  o t i p o  d e  f l u i d o ,  a r e l a  
ç ã o  e n t r e  a s  d e n s i d a d e s  d a  p a r t í c u l a  e d o  f l u i d o ,  a s  p r o p r i e d a  
d e s  e l é t r i c a s  e m a g n é t i c a s  d a s  p a r t í c u l a s  e o m o v i m e n t o  d o  f l u i
d o .
A  s e g u i r  s e r ã o  d e s c r i t o s  o s  p r i n c i p i o s  b á s i c o s  
d o s  m e c a n i s m o s  c i t a d o s  a c i m a .
2 . 2  — A  F o r ç a  d e  A r r a s t e  d o  F l u i d o  s o b r e  a P a r t í c u l a
A  f o r ç a  d e  a r r a s t e  v i s c o s o  f l u i d o — p a r t í c u l a  d e  
p e n d e  d o  t i p o  d e  e s c o a m e n t o  d o  f l u i d o ,  d o  m o v i m e n t o  r e l a t i v o  e n  
t r e  a p a r t í c u l a  e o  f l u i d o ,  d o  t i p o  d e  f l u i d o ,  d a  f o r m a  d a  p a r  
t í c u l a  e d a  e x i s t ê n c i a  d e  p a r e d e s  p r ó x i m a s  â p a r t í c u l a  [19].
Q u a n d o  u m a  e s f e r a  se m o v e  c o m  v e l o c i d a d e  c o n s t a n  
t e  a r e l a ç ã o  e n t r e  a r e s i s t ê n c i a  d o  f l u i d o  e a v e l o c i d a d e  d a  
p a r t í c u l a  p o d e  s e r  a p r e s e n t a d a  p e l a  F i g u r a  2.1 [20]
8F i g u r a  2.1 - R e l a ç ã o  e n t r e  o  C o e f i c i e n t e  d e  A r r a s t e  e o
0
N ú m e r o  d e  R e y n o l d s  p a r a  E s f e r a s .
o n d e  a a b c i s s a  é o  n ú m e r o  d e  R e y n o l d s ,
R e  =
p u  d
V
(2 . 1 )
p - é d e n s i d a d e  d ©  - f l u i d o , : ; u  é v e l o c i d a d e  d a  p a r t í c u l a ,  - d ~  o
ir
s e u  d i â m e t r o  e y a v i s c o s i d a d e  d o  f l u i d o .  A  o r d e n a d a  é o  c o e  
f i c i e n t e  d e  a r r a s t e  C D  d e f i n i d o  p o r
C D  =
A  1  p u 2
(2 . 2 )
o n d e  F  é a f o r ç a  d e  a r r a s t e  e A  é a á r e a  p e r p e n d i c u l a r  ã
d i r e ç ã o  d o  m o v i m e n t o .  N o  c a s o  d e  u m a  e s f e r a  A  é ir d ^  /4 e a
9e q u a ç ã o  (2 .2 ) t o r n a - s e :
C  = . êl _______  (2.3)
D  “  2  2 7T p  U  d p
S e  o  n ú m e r o  d e  R e y n o l d s  f o r  p e q u e n o ,  d e  m a n e i r a  
q u e  o s  t e r m o s  d e  i n é r c i a  d a  e q u a ç ã o  d e  N a v i e r - S t o k e s  p o s s a m  s e r  
d e s p r e z a d o s ,  é p o s s í v e l  d e t e r m i n a r  o c a m p o  d e  v e l o c i d a d e s  d o  
f l u i d o  e m  v o l t a  d e  u m a  e s f e r a  m o v e n d o - s e  c o m  v e l o c i d a d e  c o n s t a n  
t e  e c o n s e q u e n t e m e n t e  a f o r ç a  d e  a r r a s t e  d o  f l u i d o .  C o n f o r m e  í 
n ú m e r o s  a u t o r e s  q u e m  p r i m e i r o  r e s o l v e u  e s t e  p r o b l e m a  f o i  S t o k e s  
q u e  o b t e v e  a s e g u i n t e  f ó r m u l a  p a r a  a f o r ç a  d e  a r r a s t e
F  = 3ir p d p  u = f u  (2.4)
o n d e  f é o  c o e f i c i e n t e  d e  a t r i t o  e n t r e  a p a r t í c u l a  e o f l u i  
d o .
S u b s t i t u i n d o  e s t a  e q u a ç ã o  n a  e q u a ç ã o  (2.3) o b  
t e m - s e  o c o e f i c i e n t e  d e  a r r a s t e  c o m o
Se o  f l u i d o  f o r  u m  g á s  e o d i â m e t r o  d a  e s f e r a  
f o r  d a  o r d e m  d o  l i v r e  p e r c u r s o  m é d i o ,  a e q u a ç ã o  (2.4) n ã o  é v á  
l i d a .  N a  f a i x a  d p  << l  (l é o l i v r e  p e r c u r s o  m é d i o )  u m a  e x  
p r e s s ã o  p a r a  o  c o e f i c i e n t e  d e  a t r i t o  f p o d e  s e r  d e d u z i d a  a 
p a r t i r  d a  t e o r i a  c i n é t i c a  d o s  g a s e s  [1 ]
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o n d e  k  é a c o n s t a n t e  d e  B o l t z m a n n ,  T  é a t e m p e r a t u r a  a b s o l u  
ta, m  a m a s s a  m o l e c u l a r  d o  g á s  e a o  c o e f i c i e n t e  d e  a c o m o ­
d a ç ã o  q u e  r e p r e s e n t a  a f r a ç ã o  d a s  m o l é c u l a s  q u e  d e i x a m  a s u p e r ­
f í c i e  e m  e q u i l í b r i o  c o m  a s u p e r f í c i e .  A  f r a ç ã o  (1 - a )  é r e f l e ­
t i d a  e s p e c u l a r m e n t e .
F r e q ü e n t e m e n t e  é u s a d o  o  f a t o r  d e  c o r r e ç ã o  d e  
C u n n i n g h a m  C , c u j o s  v a l o r e s  m a i s  p r e c i s o s  s ã o  o b t i d o s ,  c o n f o r m e  
F r i e d l a n d e r  [1], a t r a v é s  d e  u m a  c o r r e l a ç ã o  e m p í r i c a  f o r n e c i d a  
p o r  D a v i e s
- 0 , 5 5  d
C = 1 + —  (1 ,257 + 0 , 4 0 0  e x p  ---------- (2.7)
d £P
O  c o e f i c i e n t e  d e  a t r i t o  p o d e  e n t ã o  s e r  e x p r e s s o
c o m o
3 tt y df = ________ E (2.8)
P a r a  n ú m e r o s  d e  R e y n o l d s  m a i o r e s  q u e  0,1 c o m e ç a  
a f o r m a ç ã o  d e  u m a  e s t e i r a  t u r b u l e n t a  e a e q u a ç ã o  (2.4) p e r d e  
s u a  v a l i d a d e .  É n e c e s s á r i o  e n t ã o  u s a r  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s  
e c o r r e l a ç õ e s  s e m i - e m p í r i c a s  p a r a  r e l a c i o n a r  o  c o e f i c i e n t e  d e
a r r a s t e  e o n ú m e r o  d e  R e y n o l d s  [19].
A  f o r ç a  d e  a r r a s t e  e m  u m a  e s f e r a  e m  m o v i m e n t o
r e t i l í n e o  a c e l e r a d o  a t r a v é s  d e  u m  f l u i d o  e m  r e p o u s o  é m a i o r  q u e  
e m  m o v i m e n t o  c o m  v e l o c i d a d e  c o n s t a n t e  [19]. P a r a  e s t e  c a s o ,  c o m
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a  l i m i t a ç ã o  a d i c i o n a l  q u e  o  e s c o a m e n t o  d o  f l u i d o  e m  t o r n o  d a  e s  
f e r a  d e v e  s e r  " c r e e p i n g  m o t i o n " ,  a f o r ç a  d e  a r r a s t e  é d a d a  p e  
l a  e q u a ç ã o  B a s s e t - B o u s s i n e s q  - O s e e n  [1], d e d u z i d a  n o  A p ê n d i c e
1 .





^  P d D 2 £ )
2 P  TT
1/2
d u
0 d Ç  ^ t  - ç'
(2.9)
o n d e  v é a v i s c o s i d a d e  c i n e m á t i c a  d o  f l u i d o .  O  p r i m e i r o  t e r m o  
d o  l a d o  d i r e i t o  d a  e q u a ç ã o  é a f o r ç a  d e  a r r a s t e  d e  S t o k e s , o se 
g u n d o  t e r m o  r e p r e s e n t a  a r e s i s t ê n c i a  d e  u m  f l u i d o  i d e a l  a o  m o v i  
m e n t o  a c e l e r a d o  d a  e s f e r a  e o t e r c e i r o  t e r m o  é a f o r ç a  d e v i d a  
a o  d e s v i o  d o  e s c o a m e n t o  d o  p a d r ã o  d e  e s c o a m e n t o  q u e  o c o r r e  q u a n  
d o  a e s f e r a  se m o v e  c o m  v e l o c i d a d e  c o n s t a n t e .  E s t e  t e r m o  de^
p e n d e ,  p o r t a n t o ,  d a  h i s t ó r i a  d o  m o v i m e n t o  d a  e s f e r a .
E s t a  e q u a ç ã o  f o i  e s t e n d i d a  p o r  T c h e n  e m  1 9 4 7  [21] 
p a r a  u m a  e s f e r a  e m  u m  e s c o a m e n t o  u n i f o r m e  n ã o  e s t a c i o n á r i o .  P o s  
t e r i o r m e n t e  Gorrsin e L u m l e y  [21] g e n e r a l i z a r a m  o  r e s u l t a d o  o b  
t i d o  p o r  T c h e n  p a r a  e s c o a m e n t o  n ã o  u n i f o r m e s  e n ã o  e s t a c i o n a  
r i o s ,  o b t e n d o  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o  p a r a  a f o r ç a  d e  a r r a s t e
J*
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0
o n d e  u d  é a v e l o c i d a d e  d a  p a r t í c u l a ,  u f é a v e l o c i d a d e  d o  
f l u i d o ,  P é a p r e s s ã o  e
d u -  3u^ i  i  n \
— —  = — —  + (u . V )  u f (2 . 1 1 )
d t  3t ^
A s  e q u a ç õ e s  a n t e r i o r e s  a p l i c a m - s e  s o m e n t e  a e s f e  
r a s  e d e v e m  s e r  m o d i f i c a d a s  p a r a  p a r t í c u l a s  n ã o  e s f é r i c a s .  A l e m  
d a  f o r m a  t a m b é m  a o r i e n t a ç ã o  d a  p a r t í c u l a ,  v a r i á v e l  d u r a n t e  a 
s u a  t r a n s l a ç ã o ,  d e v e  s e r  c o n s i d e r a d a .  D a d o s  e x p e r i m e n t a i s  r e f e  
r e n t e s  ã f o r ç a  d e  a r r a s t e  d e v e m  s e r  o b t i d o s  n o s  m e s m o s  c a m p o s  
d e  v e l o c i d a d e s  d o  f l u i d o  e n c o n t r a d o s  n a s  a p l i c a ç õ e s .  C o m  b a s e  
n e s s e s  d a d o s  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  o " d i â m e t r o  d e  a r r a s t e "  d a  p a r  
t í c u l a  q u e  é d e f i n i d o  c o m o  o d i â m e t r o  d a  e s f e r a  c o m  a m e s m a  d e n  
s i d a d e  e c o m  a s  m e s m a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e  r e s i s t ê n c i a  d o  flui­
d o  [19].
A  e x i s t ê n c i a  d e  p a r e d e s  n o  e s c o a m e n t o  a l t e r a  a 
f o r ç a  d e  a r r a s t e  p o i s  a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  e m  t o r n o  d a  e s f e r a  
s ã o  d i s t o r c i d a s  p e l a  p r e s e n ç a  d a s  f r o n t e i r a s .  U m a  c o m p i l a ç ã o
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d e  f a t o r e s  d e  c o r r e ç ã o  p a r a  a e q u a ç ã o  d e  S t o k e s ,  p a r a  d i f e r e n  
t e s  t i p o s . d e  f r o n t e i r a s ,  b a s e a d o s  e m  c o n s i d e r a ç õ e s  t e ó r i c a s  e 
t r a b a l h o s  e x p e r i m e n t a i s  é f o r n e c i d a  p o r  S t r a u s s  [19].
2 . 3  - A  D i f u s ã o  B r o w n i a n a
A s  p a r t í c u l a s  c o m  d i m e n s õ e s  m e n o r e s  q u e  1 ym, suj5
p e n s a s  e m  u m  f l u i d o ,  m o v e m - s e  d e  m a n e i r a  e r r á t i c a ,  d e s o r d e n a d a ,
d e v i d o  a o  b o m b a r d e i o  i r r e g u l a r  d a s  m o l é c u l a s  d o  f l u i d o  s o b r e
s u a s  s u p e r f í c i e s .  D e s t e  m o v i m e n t o  a l e a t ó r i o ,  p r i m e i r a m e n t e  o b
s e r v a d o  p o r  R o b e r t  B r o w n  e m  1 8 2 7  [1], r e s u l t a  o p r o c e s s o  c o n h e
e i d o  c o m o  d i f u s ã o  b r o w n i a n a .
A s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t í c u l a s  e m  m o v i m e n t o  b r o w
n i a n o  s ã o  d e t e r m i n a d a s  p e l a  f o r ç a  d e  r e s i s t ê n c i a  d o  f l u i d o  a o  
m o v i m e n t o  d a s  p a r t í c u l a s  e p e l a  " f o r ç a  b r o w n i a n a " ,  r a n d ô m i c a ,  
d e v i d a  ã s  c o l i s õ e s  d a s  m o l é c u l a s  d o  f l u i d o  c o m  a s  p a r t í c u l a s .  
C o n f o r m e  G u p t a  [5] a n a t u r e z a  d a  f o r ç a  b r o w n i a n a  é d i s c u t i d a  e m  
d e t a l h e  p o r  C h a n d r a s e k h a r  q u e  c o n c l u e  q u e  e s t a  f o r ç a  s e g u e  u m  
p r o c e s s o  G a u s s i a n o .  E m  d e c o r r ê n c i a  d i s t o  o  m o v i m e n t o  b r o w n i a n o  
d a s  p a r t í c u l a s  é d e s c r i t o  p o r  u m a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  e s t o c ã s -  
t i c a  c o n h e c i d a  c o m o  e q u a ç ã o  o r d i n á r i a  d e  L a n g e v i n  [5,1]
m  — —  = - f u  + A (t ) (2 . 1 2 )
d t
o n d e  m  é a m a s s a  d a  p a r t í c u l a  e t o  t e m p o .  O  p r i m e i r o  t e r  
m o  n o  l a d o  d i r e i t o  é a r e s i s t ê n c i a  d o  f l u i d o  a o  m o v i m e n t o  d a  
p a r t í c u l a  e o s e g u n d o  t e r m o  é a f o r ç a  b r o w n i a n a .
E s t a  e q u a ç a o  é n o r m a l m e n t e  t r a n s f o r m a d a  e m  u m a
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e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  p a r a  a f u n ç ã o  p r o b a b i l i d a d e  d e  d i s  
t r i b u i ç ã o  o u ,  e q u i v a l e n t e m e n t e ,  e m  u m a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  p a r  
c i a i  p a r a  a c o n c e n t r a ç a o  d e  p a r t í c u l a s  [ 2 2, 23 ].
A  c o n c e n t r a ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  e m  u m  f l u i d o  e m  r e  
p o u s o ,  e m  b a i x a s  c o n c e n t r a ç õ e s  (se a c o n c e n t r a ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  
é  a l t a  p o d e  s e r  s i g n i f i c a t i v o  o m o v i m e n t o  d o  f l u i d o  d e c o r r e n t e  
d o  m o v i m e n t o  d a s  p a r t í c u l a s ) ,  é f o r n e c i d a  p e l a  s e g u n d a  l e i  d e  
F i c k  d a  d i f u s ã o  [1]
—  = D  V 2 n  (2.13)
3t
o n d e  n  é a c o n c e n t r a ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  e D o  c o e f i c i e n t e  d e
d i f u s ã o  b r o w n i a n a .
0  c o e f i c i e n t e  d e  d i f u s ã o  b r o w n i a n a  e m  g e r a l  d e
p e n d e  d o  t a m a n h o  d a  p a r t í c u l a ,  d a  t e m p e r a t u r a  e d a  c o n c e n t r a
çã o .  E i n s t e i n  [1] e n c o n t r o u  p a r a  o c o e f i c i e n t e  d e  d i f u s i v i d a d e
a s e g u i n t e  e q u a ç ã o
D  = k  T  (2.14)
Q u a n d o  a m i s t u r a  d e  f l u i d o  e p a r t í c u l a s  p o s s u i  
v e l o c i d a d e  v  , r e a l i z a n d o  u m  b a l a n ç o  d e  m a t é r i a  e m  u m  v o l u m e  
e l e m e n t a r  o b t e m o s  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o
+ V . n  v  = D V 2 n (2.15)
3t
A s  e q u a ç õ e s  (2.13) e (2.15) s ã o  v á l i d a s  t a n t o
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p a r a  p a r t í c u l a s  m o n o d i s p e r s a s  c o m o  p a r a  p o l i d i s p e r s a s  m a s  n ã o  
l e v a m  e m  c o n s i d e r a ç ã o  a g e r a ç ã o  o u  a c o a g u l a ç ã o  d e  p a r t í c u l a s .
2 . 4  - A  T e r m o f o r e s e
P e q u e n a s  p a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  e m  g a s e s ,  n o s  quais 
e x i s t e m  g r a d i e n t e s  d e  t e m p e r a t u r a ,  m o v e m - s e  n o  s e n t i d o  c o n t r a ­
r i o  a o  g r a d i e n t e  d e  t e m p e r a t u r a .  E s t e  f e n ô m e n o  r e c e b e  o  n o m e  
d e  t e r m o f o r e s e .
A  t e o r i a  r e f e r e n t e  a e s t e  f e n ô m e n o  é s a t i s f a t ó  
r i a  p a r a  d i â m e t r o s  d e  p a r t í c u l a s  m u i t o  m e n o r e s  q u e  o l i v r e  p e r  
c u r s o  m é d i o  d o  g á s .  S o b  e s t a  c o n d i ç ã o  o m o v i m e n t o  d a s  p a r t í c u  
l a s  r e s u l t a  d a  m a i o r  e n e r g i a  q u e  a s  m o l é c u l a s  c o m  a s  q u a i s  se 
c h o c a m  p o s s u e m  q u a n d o  o r i u n d a s  d a  r e g i ã o  d e  m a i o r  t e m p e r a t u r a .  
A  v e l o c i d a d e  t e r m o f o r é t i c a  p o d e  s e r  c a l c u l a d a  u s a n d o  a t e o r i a  
c i n é t i c a  d o s  g a s e s  [24]
c  = ~3  v V T  (2.16)
4 (1 * 2 2 ) T
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P a r a  p a r t í c u l a s  m a i o r e s  q u e  o l i v r e  p e r c u r s o  m é  
d i o  a s  t e o r i a s  e x i s t e n t e s  a p r e s e n t a m  f a l h a s .  S e g u n d o  W a l d m a n n  
[24] a t e o r i a  b a s e a d a  n o  c o n c e i t o  d e  e s c o r r e g a m e n t o  c o n c e b i d o  
p o r  M a x w e l l  i n t r o d u z  m u i t a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  p a r a  q u e  h a j a  c o n  
c o r d ã n c i a  q u a n t i t a t i v a  c o m  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s .  B l o c k  [24] 
a n a l i s o u  o  p r o b l e m a  d a  t e r m o f o r e s e  u s a n d o  o  c o n j u n t o  d a s  c o n d i  
ç õ e s  d e  c o n t o r n o  c l á s s i c a s  de M a x w e l l .  N e s t a  a n á l i s e  f o r a m  c o n  
s i d e r a d o s  n ã o  s o m e n t e  o  e s c o r r e g a m e n t o  t é r m i c o  m a s  t a m b e m  a
d e s c o n t i n u i d a d e  n a  t e m p e r a t u r a  d o  g á s  e m  r e l a ç ã o  ã t e m p e r a t u r a  
d a  s u p e r f í c i e  d a  p a r t í c u l a  e o e s c o r r e g a m e n t o  d e v i d o  'ao a t r i t o .  
A  t e o r i a  d e  D e r y a g i n  e B a k a n o v  [24] c o n s i d e r a  u m a  c o n t r i b u i ç ã o  
n ã o  h i d r o d i n â m i c a  a o  f l u x o  d e  c a l o r ,  a q u a l ,  p e l o  p r i n c i p i o  d a  
r e c i p r o c i d a d e  d e  O n s a g e r ,  d e v e  o r i g i n a r  o m o v i m e n t o  t e r m o f o r é
t i c o .
P a r a  o c a s o  e m  q u e  a s  p a r t í c u l a s  p o s s u e m  d i a m e  
t r o  c o m p a r á v e l  a o  l i v r e  p e r c u r s o  m é d i o  a i n d a  n ã o  e x i s t e  n e n h u m a  
t e o r i a .
2 . 5  - A  D i f u s i o f o r e s e
A  d i f u s i o f o r e s e  é o m o v i m e n t o  d e  p a r t í c u l a s  e m  
m i s t u r a s  d e  g a s e s  i s o t é r m i c a s  m a s  n ã o  u n i f o r m e s  d e v i d o  a o s  g r a  
d i e n t e s  d e  c o n c e n t r a ç ã o .  E m  u m a  m i s t u r a  b i n á r i a  c o m  v e l o c i d a d e  
m o l e c u l a r  m é d i a  d e s p r e z á v e l ,  a s  p a r t í c u l a s  m o v e m - s e  n a  d i r e ç ã o
d e  d i f u s ã o  d o  g á s  m a i s  p e s a d o  [24].
D e  m a n e i r a  s e m e l h a n t e  â t e r m o f o r e s e ,  n a  o b t e n ç ã o
d e  r e s u l t a d o s  q u a n t i t a t i v o s  s ã o  a n a l i s a d o s  o s  c a s o s  l i m i t e s  d e  
p a r t í c u l a s  p e q u e n a s  o u  g r a n d e s  e m  r e l a ç ã o  a o  l i v r e  p e r c u r s o  m é  
d i o  d o  g á s .  U m a  a n á l i s e  d o s  r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s  e c o m p a r a ç ã o  
c o m  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s  é f o r n e c i d a  p o r  W a l d m a n n  e S c h m i t t
[24] .
2. 6  - A  F o t o f o r e s e
P a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  e m  g a s e s  q u a n d o  i l u m i n a d a s  
p o r  u m  f e i x e  d e  l u z  d e  i n t e n s i d a d e  s u f i c i e n t e  m o v e m - s e  d e  d i f e  
r e n t e s  f o r m a s .  0  m o v i m e n t o  d e p e n d e  d a  i n t e n s i d a d e ,  d o  c o m p r i
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m e n t o  d e  o n d a ,  d a  e s t r u t u r a  e d a  f o r m a  d o  f e i x e  d e  l u z ,  d a  p r e s  
s ã o  e d a  c o m p o s i ç ã o  d o  g á s ,  d o  t a m a n h o ,  d a  f o r m a  e d o  m a t e r i a l  
d a  p a r t í c u l a .  É  t a m b é m  i n f l u e n c i a d o  p o r  c a m p o s  e l é t r i c o á ,  g r a
v i t a c i o n a i s  e m a g n é t i c o s  [2 ].
Q u a n d o  u m a  p a r t í c u l a  é i l u m i n a d a ,  se a q u e c e  d e
f o r m a  n ã o  u n i f o r m e  e d a  i n t e r a ç ã o  c o m  a s  m o l é c u l a s  d o  g á s  resujL
t a  u m a  f o r ç a  s o b r e  a p a r t í c u l a .  A  d e t e r m i n a ç ã o  d e s t a  f o r ç a  é
p r a t i c a m e n t e  i m p o s s í v e l  p o i s  e x i g e  a s o l u ç ã o  d o  p r o b l e m a  têrmi.
c o  e n v o l v e n d o  p a r t í c u l a s  c o m  d i m e n s õ e s  d a  m e s m a  o r d e m  d e  m a g n i
t u d e  d o  c o m p r i m e n t o  d e  o n d a  e m u i t a s  v e z e s  c o m  d i m e n s õ e s  prõx_i
m a s  d o  l i v r e  p e r c u r s o  m é d i o  d o  g á s  [2 ] .
2 . 7  - A  A ç ã o  d e  C a m p o s  d e  F o r ç a s
O  c a m p o  g r a v i t a c i o n a l  e c a m p o s  e l é t r i c o s  s ã o  o s  
d e  m a i o r  r e l e v â n c i a  n o  q u e  c o n c e r n e  a m o v i m e n t o s  d e  p a r t í c u l a s
s u s p e n s a s  e m  f l u i d o s .
A  f o r ç a  g r a v i t a c i o n a l  a t u a n t e  s o b r e  u m a  p a r t í c u
l a  d e  d i â m e t r o  d ^  e d e n s i d a d e  p , s u s p e n s a  e m  u m  f l u i d o  d e
P  &
d e n s i d a d e  p é d a d a  p o r :
6 -
o n d e  g  é a a c e l e r a ç ã o  d a  g r a v i d a d e .
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U m a  p a r t í c u l a  c a r r e g a n d o  n p  u n i d a d e s  
r e s  d e  c a r g a  e m  u m  c a m p o  e l é t r i c o  d e  i n t e n s i d a d e  E 
t a  u m a  f o r ç a  e l é t r i c a  d e  i n t e n s i d a d e
F = n  e E P
o n d e  e é a u n i d a d e  d e  c a r g a  e l é t r i c a ,
e l e m e n t a
e x p e r i m e n
( 2 . 18 )
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C A P I T U L O  3
A VEPOSTÇÂO e c o l e t a  v e  p a r t í c u l a s
A  d e p o s i ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  e m  f l u i d o s  
e m  s u p e r f í c i e s  s ó l i d a s  r e s u l t a  d a  a ç ã o  d e  f o r ç a s  d e  a d e s ã o  e n  
t r e  a p a r t í c u l a  e a s u p e r f í c i e  e d e  c e r t o s  m e c a n i s m o s  q u e  p r o  
m o v e m  o  c o n t a t o  p a r t í c u l a - s u p e r f í c i e .
3.1 - A s  F o r ç a s  d e  A d e s ã o
A s  f o r ç a s  q u e  p o d e m  c o n t r i b u i r  p a r a  a a d e s ã o  
d a s  p a r t í c u l a s  são: a s  f o r ç a s  d e  L o n d o n  - V a n  d e r  W a a l s ,  a s  
f o r ç a s  e l e t r o s t á t i c a s  d e  a t r a ç ã o  e n o  c a s o  d o  f l u i d o  s e r  o a r  
c o m  c e r t o  t e o r  d e  u m i d a d e ,  a s  f o r ç a s  d e  t e n s ã o  s u p e r f i c i a l  o u  
c a p i l a r e s  [19].
3.1.1 - A& FoA.ça-6 de. London - Van de.fi Waalò
A s  m o l é c u l a s  e o s  á t o m o s  s i m é t r i c o s  e l e t r i c a m e n  
t e  n e u t r o s ,  p o s s u e m  d i p o l o s  i n s t a n t â n e o s  r e s u l t a n t e s  d e  
t u a ç õ e s  n a s  n u v e n s  d e  e l é t r o n s  q u e  c i r c u n d a m  o s  n ú c l e o s .  E s t e s  
d i p o l o s  i n s t a n t â n e o s  i n d u z e m  d i p o l o s  n o s  á t o m o s  e m o l é c u l a s  v i  
z i n h a s .  E n t r e  o s  d i p o l o s  i n d u z i d o s  e o s  d i p o l o s  i n d u t o r e s  exis^ 
t e  u m a  f o r ç a  a t r a t i v a  d e n o m i n a d a  d e  f o r ç a  d e  L o n d o n -  V a n  d e r  
W a a l s  [1].
A  f o r ç a  a t r a t i v a  d e  L o n d o n  - V a n  d e r  W a a l s ,  e n
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t r e  d u a s  m o l é c u l a s  s e p a r a d a s  d e  u m a  d i s t a n c i a  r , é p r o p o r c i o  
n a l  a r “7 . A  f o r ç a  a t r a t i v a  d e c r e s c e  r a p i d a m e n t e  c o m  a d i s t â n  
c i a  d e  s e p a r a ç ã o  m a s  é e f e t i v a  à v á r i o s  d i â m e t r o s  m o l é c u l a
r e s  [25].
C o n f o r m e  C o r n  [25], Hamaker e B r a d l e y ,  a s s u m i n  
d o  a a d i t i v i d a d e  d a  e n e r g i a  d e  i n t e r a ç ã o  d e v i d o  a s  f o r ç a s  de 
L o n d o n  - V a n  d e r  W a a l s ,  d e t e r m i n a r a m  a f o r ç a  d e  a t r a ç ã o  e n t r e  
c o r p o s  m a c r o s c ó p i c o s .  P a r a  u m a  e s f e r a  d e  d i â m e t r o  d  a u m a  
d i s t â n c i a  r d e  u m a  p l a c a  p l a n a  i n f i n i t a  f o i  e n c o n t r a d a  a s e  
g u i n t e  e x p r e s s ã o
2 2
F = 1___2 ___L _ É  (3.1 )
1 2  r 2
o n d e  q  é a c o n c e n t r a ç ã o  v o l u m é t r i c a  d e  á t o m o s  e X a c o n s  
t a n t e  d e  V a n  d e r  W a a l s  q u e  d e p e n d e  d a  n a t u r e z a  d o s  á t o m o s  e m o
l é c u l a s  e n v o l v i d o s .
A  e q u a ç ã o  (3.1) m o s t r a  q u e  a f o r ç a  d e  a t r a ç ã o
t o r n a — se i n f i n i t a  â m e d i d a  q u e  a e s f e r a  a p r o x i m a — s e  d a  superfi^
c i e .  P o r  i s s o ,  é u s u a l  c o n s i d e r a r - s e  q u e  u m a  s u p e r f í c i e  a t u a
c o m o  s u m i d o u r o '  n a  t e o r i a  d a  d i f u s ã o  d e  p a r t í c u l a s .
3 . 1 . 2 - FofiçoLò Ele.t>LO&tãtlc.<U>
S e g u n d o  C o r n  [25] e S t r a u s s  [19] n o  a t u a l  e s t á
g i o  d e  c o n h e c i m e n t o  d o  p r o c e s s o  d e  e l e t r i f i c a ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  
s ó l i d a s  n ã o  é p o s s í v e l  o b t e r  c o n c l u s õ e s  g e r a i s ,  v á l i d a s  p a r a
q u a l q u e r  c a s o  p a r t i c u l a r ,  n o  t o c a n t e  ã i m p o r t â n c i a  d a s  f o r ç a s
e l e t r o s t á t i c a s  e m  r e l a ç ã o  â s  f o r ç a s  d e  L o n d o n  - V a n  d e r  Waals.
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É  n e c e s s á r i o  u m  c o n h e c i m e n t o  m a i o r  d a  m i c r o e s t r u t u r a  d a s  s u p e r  
f í c i e s  e m  c o n t a t o  e d a  d i s t r i b u i ç ã o  l o c a l  d e  c a r g a .
3.7.3 - Â4_ Fo^-çg-A de. T i n .ião Sapzh-jldlal
S e  h o u v e r  u m  f i l m e  d e  l í q u i d o  e n t r e  u m a  e s f e r a  
e u m  p l a n o  e m  c o n t a t o  e se a e s p e s s u r a  d o  f i l m e  n o  p o n t o  d e  
c o n t a t o  é p e q u e n o  e m  r e l a ç ã o  a o  r a i o  d a  e s f e r a ,  p o d e  s e r  m o s  
t r a d o  q u e  à f o r ç a  d e  a d e s ã o  d e v i d a  a o  f i l m e  d e  l i q u i d o  é d a d a
p o r :
F  = 2ir a d  (3.2)
o n d e  a é a t e n s ã o  s u p e r f i c i a l  d o  f i l m e  e d o  d i â m e t r o  d a  
e s f e r a  [ 1 9 , 2 5 ] .
V a l o r e s  m e d i d o s  d a s  f o r ç a s  d e  a d e s ã o ,  e m  a r  n ã o  
s a t u r a d o ,  m o s t r a m  q u e  e m  g e r a l  a f o r ç a  d e  a d e s ã o  a u m e n t a  c o m  
a u m i d a d e  r e l a t i v a  d o  a r  m a s  é c o n s i d e r a v e l m e n t e  m e n o r  q u e  o s  
v a l o r e s  p r e v i s t o s  p e l a  e q u a ç ã o  (3.2). P o s s i v e l m e n t e  i s t o  é d e  
v i d o  ã p r e s e n ç a  d e  c o n t a m i n a n t e s  h i d r o f ó b i c o s  n a s  superfi^
c i e s  o u  ã r u g o s i d a d e  d a s  m e s m a s  [25].
3 . 2  - O s  M e c a n i s m o s  d e  D e p o s i ç ã o
O  d i â m e t r o  e a d e n s i d a d e  d a s  p a r t í c u l a s ,  a s
p r o p r i e d a d e s  d o  f l u i d o  e o  r e g i m e  d e  e s c o a m e n t o  s ã o  o s  princi. 
p a i s  f a t o r e s  q u e  d e t e r m i n a m  a i m p o r t â n c i a  r e l a t i v a  d o s  s e g u i n  
t e s  m e c a n i s m o s  e m  u m  p r o c e s s o  d e  d e p o s i ç ã o :  a i n t e r c e p t a ç ã o , a 
i m p a c t a ç ã o  i n e r c i a l ,  a d i f u s ã o  b r o w n i a n a  e a d e p o s i ç ã o  t u r b u
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l e n t a .
A  t e r m o f o r e s e ,  o c a m p o  g r a v i t a c i o n a l  e c a m p o s  
e l é t r i c o s  i n f l u e n c i a m  o  p r o c e s s o  d e  d e p o s i ç ã o  s o m e n t e  e m  c i r  
c u n s t a n c i a s  e s p e c i a i s ,  p o r  i s s o  n a o  s e r a o  c o n s i d e r a d o s .
E m b o r a  a i n t e r c e p t a r ã o ,  a i m p a c t a ç ã o  e a d i f u  
s ã o  a t u e m  s i m u l t a n e a m e n t e  e m  u m  p r o c e s s o  d e  d e p o s i ç ã o ,  a p r e d o  
m i n â n c i a  d e  u m  d o s  m e c a n i s m o s  e m  a l g u n s  c a s o s  e a s  d i f i c u l d a  
d e s  m a t e m á t i c a s  d e  u m a  a n á l i s e  c o n j u n t a  n o s  l e v a  a o  d e s e n volvi. 
m e n t o  d e  m o d e l o s  p a r a  c a d a  m e c a n i s m o  i n d i v i d u a l .
3. 2 . 7  - A I n t ^ c í p t a ç ã o
0  m o d e l o  c l á s s i c o  d a  c a p t u r a  p o r  i n t e r c e p t a ç ã o  
a s s u m e  q u e  a p a r t í c u l a  n ã o  p o s s u i  m a s s a  e s u a  t r a j e t ó r i a  c o i n  
c i d e  c o m  u m a  l i n h a  d e  c o r r e n t e  d o  f l u i d o  [9]. S e  a l i n h a  de, 
c o r r e n t e  n a  q u a l  se e n c o n t r a  o  c e n t r o  d a  p a r t í c u l a  s e  a p r o x i  
m a r  d o  c o l e t o r  d e  u m a  d i s t â n c i a  i g u a l  o u  m e n o r  q u e  o  r a i o  d a
1 ’ p a r t í c u l a ,  e s t a  t o c a r á  a s u p e r f í c i e  e s e r á  i n t e r c e p t a d a .
E s t e  m o d e l o  i g n o r a  a r e s i s t ê n c i a  d o  f l u i d o  â 
a p r o x i m a ç ã o  d a  p a r t í c u l a  a o  c o l e t o r  e t a m b é m  a s  f o r ç a s  d e
L o n d o n  - V a n  d e r  W a a i s ,  q u e  d e s v i a m  a p a r t í c u l a  d a  l i n h a  d e  
c o r r e n t e .
N o  c a s o  d e  l í q u i d o s  o  m o d e l o  c l á s s i c o  d e  i n t e r
- c e p t a ç ã o  é i n a d e q u a d o  p o i s  a r e s i s t ê n c i a  h i d r o d i n â m i c a  c r e s c e
a t é  q u e  a d i s t â n c i a  e n t r e  a p a r t í c u l a  e o  c o l e t o r  a t i n g e  d_i 
m e n s õ e s  m o l e c u l a r e s  q u a n d o  a s u p o s i ç ã o  d e  c o n t i n u o  v i s c o s o  t o r  
n a - s e  i n v á l i d a .
Q u a n d o  o  f l u i d o  f o r  u m  g á s  o  m o d e l o  c l á s s i c o  é 
s a t i s f a t ó r i o  p o i s  a t e o r i a  d o  c o n t í n u o  a p l i c a - s e  s o m e n t e  a t e
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q u e  a d i s t â n c i a  p a r t í c u l a  - c o l e t o r  s e j a  d a  o r d e m  d o  l i v r e  pej: 
c u r s o  m é d i o  d o  g á s .  P a r a  d i s t â n c i a s  m e n o r e s  a
r e s i s t ê n c i a  d o  f l u i d o  é ' m e n o r  d o  q u e  a q u e l a  p r e v i s t a  pe'la t e o  
r i a  d o  c o n t í n u o  e a s  f o r ç a s  d e  L o n d o n  - V a n  d e r  W a a l s  l e v a m  à
a d e s ã o  d a  p a r t í c u l a  ã s u p e r f í c i e .
D e  a c o r d o  c o m  S p i e l m a n  [9], n a  d é c a d a  d e  70 s u r
g i r a m  o s  p r i m e i r o s  t r a b a l h o s  n o s  q u a i s  é r e a l i z a d a  u m a  r i g o r o  
s a  a n á l i s e  d a s  i n t e r a ç õ e s  h i d r o d i n â m i c a s  e n t r e  a p a r t í c u l a  e 
o  c o l e t o r .
A  i n t e r c e p t a ç ã o  é u m  m e c a n i s m o  q u e  d e p e n d e  p r i n  
c i p a l m e n t e  d o  d i â m e t r o  d a  p a r t í c u l a ,  c r e s c e n d o  d e  i m p o r t â n c i a  
â m e d i d a  q u e  e l e  a u m e n t a .
3.2.2 - A Impactação IngAc-ífll
O  m o d e l o  d e  i m p a c t a ç ã o  i n e r c i a l  c o n s i d e r a  q u e  a 
p a r t í c u l a  p o s s u e  m a s s a ,  p o r t a n t o  i n é r c i a ,  m a s  é p o n t u a l ,  e x c e  
t o  n o  c á l c u l o  d a  r e s i s t ê n c i a  d o  f l u i d o  a o  s e u  m o v i m e n t o .
A s  p a r t í c u l a s  s u p e n s a s  e m  u m  f l u i d o  a c o m p a n h a m  
a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  d o  e s c o a m e n t o  a t é  q u e  o  f l u i d o  s e j a  a c e ­
l e r a d o  p r ó x i m o  a o  c o l e t o r .  D e v i d o  ã s u a  m a s s a  a s  p a r t í c u l a s  p o  
d e m  t e r  s u f i c i e n t e  q u a n t i d a d e  d e  m o v i m e n t o  p a r a  c o n t i n u a r  e m  
d i r e ç ã o  a o  c o l e t o r  e s e  d e p o s i t a r  e m  s u a  s u p e r f í c i e .
A s  a n á l i s e s  d a  i m p a c t a ç ã o  i n e r c i a l  u s u a l m e n t e  
c o n s i d e r a m  q u e  a r e s i s t ê n c i a  d o  f l u i d o  a o  m o v i m e n t o  d a  p a r t i c u  
l a  é d a d a  p e l a  l e i  d e  S t o k e s  p a r a  a e s f e r a .  O  b a l a n ç o  d e  f o r  
ç a  p a r a  a p a r t í c u l a  p o d e  e n t ã o  s e r  e s c r i t o  c o m o
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d u
m  ---- —  = - f (up  - u^) (3.3)
d t
o n d e  m  é a m a s s a  d a  p a r t í c u l a ,  u ^  é a v e l o c i d a d e  d a  p a r t i  
é a v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  e f é o c o e f i c i e n t e  d e  
fricção d e  S t o k e s ,  f o r n e c i d o  p e l a  e q u a ç ã o  (2.4)
A d i m e n s i o n a l i z a n d o  a e q u a ç ã o  a n t e r i o r  o b t e m o s
d u ~i
S t  — = - (u . - u f 1 ) (3.4)
de ~p
o n d e  u  é a v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  n o r m a l i z a d a  e m  r e l a ç ã o  à ~ p 1
s u a  v e l o c i d a d e  a g r a n d e  d i s t â n c i a  d o  c o l e t o r ,  U  , u pl é a 
v e l o c i d a d e  d a  p a r t í c u l a  n o r m a l i z a d a  e m  r e l a ç ã o  a e s s a  m e s m a  v e  
l o c i d a d e  e 6 = t U/ L,  o n d e  t é o t e m p o  e L  é u m  c o m p r i m e n  
t o  c a r a c t e r í s t i c o  d o  c o l e t o r .  O  n ú m e r o  a d i m e n s i o n a l  d e  S t o k e s  
é d a d o  p o r
p d  2 U
S t  = £ ----  (3.5)
18 ii L
o n d e  p é a d e n s i d a d e  d a  p a r t í c u l a ,  d p  o  s e u  d i â m e t r o  e 
P
y é a v i s c o s i d a d e  d o  f l u i d o .
N a  l i t e r a t u r a  e n c o n t r a — se d u a s  i n t e r p r e t a ç õ e s  
f í s i c a s  p a r a  o  n ú m e r o  d e  S t o k e s .  U m a  d e l a s  c o n s i d e r a  o  n ú m e  
r o  d e  S t o k e s  c o m o  a r e l a ç ã o  e n t r e  a " s t o p p i n g  d i s t a n c e
o d  2 U / 1 8  u e o c o m o r i m e n t o  c a r a c t e r í s t i c o  L. A  " s t o p p i n g  
P P
d i s t a n c e "  é a d i s t â n c i a  p e r c o r r i d a  p e l a  p a r t í c u l a  q u a n d o  l a n  
ç a d a  e m  u m  f l u i d o  e m  r e p o u s o  c o m  v e l o c i d a d e  i n i c i a l  U.
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O  n ú m e r o  d e  S t o k e s  p o d e  t a m b é m  s e r  c o n s i d e r a d o
2c o m o  a r a z ã o  e n t r e  o t e m p o  d e  r e l a x a ç ã o  d a  p a r t í c u l a  P p  d ^  / 
I 8 y e o  t e m p o  d e  r e s i d ê n c i a  c a r a c t e r í s t i c o  d o  e s c o a m e n t o  L/ U . 
Q u a n d o  o  n ú m e r o  d e  S t o k e s  é m u i t o  m a i o r  q u e  a u n i d a d e ,  a a c e l e  
r a ç ã o  d o  f l u i d o  o c o r r e  e m  u m  t e m p o  p e q u e n o  c o m p a r a d o  a o  t e m p o  
d e  r e l a x a ç ã o  d a  p a r t í c u l a  e a r e s p o s t a  d a  p a r t í c u l a  é p e q u e n a .  
O  m o v i m e n t o  d a  p a r t í c u l a  n ã o  é g r a n d e m e n t e  a f e t a d o  p o r  p e r t u r ­
b a ç õ e s  n o  f l u i d o .  P o r  o u t r o  l a d o ,  se o n ú m e r o  d e  S t o k e s  f o r  
p r ó x i m o  d e  z e r o ,  a p a r t í c u l a  a c o m p a n h a r á  o m o v i m e n t o  d o  fluido.
C o m o  m o s t r a  a e q u a ç ã o  (3.5) a i m p a c t a ç ã o  i n e r  
c i a i  a u m e n t a  c o m  o d i â m e t r o  d a  p a r t í c u l a  e c o m  a v e l o c i d a d e  
d o  f l u i d o .  A  i m p a c t a ç ã o  é i m p o r t a n t e  s o m e n t e  p a r a  p a r t í c u l a s  
s u s p e n s a s  e m  g a s e s .  P a r a  p a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  e m , l í q u i d o s  o n u  
m e r o  d e  S t o k e s  é g e r a l m e n t e  m u i t o  p e q u e n o  p o r q u e  a v i s c o s i d a d e  
é m u i t o  g r a n d e .
3 . 2 . 3  - A VsLjuião BfiownícLna
P a r a  p a r t í c u l a s  m u i t o  p e q u e n a s ,  c o m  d i â m e t r o s  
m e n o r e s  q u e  1 ym, o s  m e c a n i s m o s  d e  i n t e r c e p t a ç a o  e d e  impactci 
ç ã o  i n e r c i a l  p o s s u e m  p o u c a  i m p o r t â n c i a .  P a r a  e s t a  f a i x a  d e  di. 
m e n s õ e s  d e  p a r t í c u l a  o p r o c e s s o  d e  d e p o s i ç ã o  se d e v e  a o  mov_i
m e n t o  b r o w n i a n o  d a s  p a r t í c u l a s .
O  p r o c e d i m e n t o  u s u a l m e n t e  a d o t a d o  n a  a n á l i s e  d o  
p r o c e s s o  d e  d e p o s i ç ã o  p o r  d i f u s ã o  b r o w n i a n a  é s i m p l i f i c a r  a 
e q u a ç ã o  (2.15) c o n s i d e r a n d o - s e  b a i x a s  c o n c e n t r a ç õ e s  d e  p a r t i  
c u i a s ,  f l u i d o  i n c o m p r e s s í v e l  e r e g i m e  e s t a c i o n á r i o .  P a r a  es  
t a s  c o n d i ç õ e s  o b t e m o s
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U f  . V n  = D  V 2n  (3.6)
P o d e m o s  a d i m e n s i o n a l i s a r  e s t a  e q u a ç ã o  d é f i n i n d o
n ! = n / n oo ' H f 1 = H f / U  e V i = L V  ; o n d e  n »  é a c o n c e n t r a  
ç ã o  a g r a n d e  d i s t â n c i a  d o  c o l e t o r , U  é a v e l o c i d a d e  d o  f lui^ 
d o  n ã o  p e r t u r b a d a  p e l a  p r e s e n ç a  d o  c o l e t o r  e L  é u m  c o m p r i m e n  
t o  c a r a c t e r í s t i c o  d o  c o l e t o r
2 f l  • v i  n 1 = ~ ^ r  ’ i  ( 3 ' 7 )
O  g r u p o  a d i m e n s i o n a l  L U / D  é o n ú m e r o  d e
P é c l e t ,  P e  , p a r a  a t r a n s f e r ê n c i a  d e  m a s s a .
U m a  c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  g e r a l m e n t e  u t i l i z a d a  é 
a  d e  c o n c e n t r a ç ã o  n u l a  n a  s u p e r f í c i e  d o  c o l e t o r .  A  i n t e r c e p t a  
ç ã o  p o d e  s e r  l e v a d a  e m  c o n t a  c o n s i d e r a n d o - s e  a c o n d i ç ã o  d e  c o n  
t o r n o  d e  c o n c e n t r a ç ã o  n u l a  a u m a  d i s t â n c i a  d a  s u p e r f í c i e  igual a o
r a i o  d a s  p a r t í c u l a s .
Q u a n d o  o  n ú m e r o  d e  P é c l e t  f o r  m u i t o  m e n o r  q u e  1,
o  t e r m o  c o n v e c t i v o  d a  e q u a ç ã o  (3.7) p o d e  s e r  d e s p r e z a d o  e a t a  
x a  d e - d e p o s i ç ã o  p o d e  s e r  d e t e r m i n a d a  r e s o l v e n d o - s e  a e q u a ç ã o  d a  
d i f u s ã o .
Q u a n d o  o  n ú m e r o  d e  P é c l e t  f o r  g r a n d e  a d i f u s ã o  
é  i m p o r t a n t e  s o m e n t e  e m  u m a  r e g i ã o  p r ó x i m a  .ã s u p e r f í c i e  d o  c o l e  
t o r  d e n o m i n a d a  c a m a d a - l i m i t e  d e  c o n c e n t r a ç ã o .  N e s t e  c a s o  a d e  
t e r m i n a ç ã o  d a  t a x a  d e  d e p o s i ç ã o  e n v o l v e  a s o l u ç ã o  d e  e q u a ç ã o  se 
m e l h a n t e ; ã  e q u a ç ã o  p a r a  a c a m a d a  l i m i t e  d e ;v e l o c i d a d e .
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3 . 2 .4 - A V&poóXcao TuA.bute.nta
C o n f o r m e  S t r a u s s  [19] o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p o r  
v á r i o s  p e s q u i s a d o r e s  m o s t r a m  q u e  a t a x a  d e  d e p o s i ç ã o  d e  p a r t í ­
c u l a s  e m  e s c o a m e n t o s  t u r b u l e n t o s  é m a i o r  d o  q u e  a p r e v i s t a  c o n  
s i d e r a n d o — s e  o s  m e c a n i s m o s  c i t a d o s  a n t e r i o r m e n t e .  E s t e  f a t o  o 
r i g i n o u  o  s u r g i m e n t o  d e  a l g u n s  m o d e l o s  p a r a  a d e p o s i ç ã o  t u r b u
l e n t a .
O s  m o d e l o s  b a s e a d o s  n o  c o n c e i t o  d e  "free-flight" 
c o n c e b i d o  p o r  F r i e d l a n d e r  e J o h n s t o n e  [26] a s s u m e m  q u e  a s  p a r  
t í c u i a s  s ã o  t r a n s p o r t a d a s  p o r  d i f u s ã o  t u r b u l e n t a  a t é  u m a
" s t o p p i n g  d i s t a n c e "  d a  s u p e r f í c i e ,  o n d e  e l a s  s ã o  p r o j e t a d a s  e m  
" f r e e - f l i g h t "  a t r a v é s  d a  s u b c a m a d a  v i s c o s a .  A s  d i f e r e n ç a s  e n  
g g  v á r i o s  m o d e l o s  c e n t r a m — se n a  e s t i m a t i v a  d a  v e l o c i d a d e  i.
n i c i a l  c o m  q u e  a p a r t í c u l a  é p r o j e t a d a .
N o  m o d e l o  d e  C l e a v e r  e Y a t e s  [27] a  t a x a  d e  d e  
p o s i ç ã o  é c a l c u l a d a  c o n s i d e r a n d o  q u e  a s  p a r t í c u l a s  s ã o  t r a n s  
p o r t a d a s  p o r  c o n v e c ç ã o  p a r a  a s u p e r f í c i e  p o r  " d o w n s w e e p s "  d e  
f l u i d o .  E s t e  m o d e l o  b a s e i a - s e  e m  r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s  o b  
t i d o s  n o  c o m e ç o  d a  d é c a d a  d e  70 [41,42] q u e  m o s t r a r a m  q u e  a 
s u b c a m a d a  v i s c o s a  n ã o  é estacic»n'ária. F l u i d o  é c o n t i n u a m e n t e  
d e s l o c a d o  e m  d i r e ç ã o  ã p a r e d e  ( d o w n s w e e p s )  e e j e t a d o  e m  d i r e  
ç ã o  c o n t r á r i a  d e  m a n e i r a  t u r b u l e n t a  ( b u r s t s ) .
O  m o d e l o  d e  " d o w n s w e e p s "  a s s i m  c o m o  a l g u n s  m o d e  
l o s  b a s e a d o s  n o  c o n c e i t o  d e  " f r e e - f l i g h t "  p o s s u e m  c o n c o r d â n c i a  
s a t i s f a t ó r i a  c o m  o s  d a d o s  e x p e r i m e n t a i s  d i s p o n í v e i s ,  d e  a c o r d o  
c o m  H i d y  e H e i s l e r  [28] e C l e a v e r  e Y a t e s  [27].
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3.2.5 - A Ação S Z m u l t â m a  da lntQ,n.c.zptação, da impactação Jnesi 
alai e da. Vlju&ão Bh.ówriZana
O a u m e n t o  d o  d i â m e t r o  d a s  p a r t í c u l a s  p r o v o c a  
u m a  d i m i n u i ç ã o  d a  d e p o s i ç ã o  r e s u l t a n t e  d a  d i f u s ã o  b r o w n i a n a ,  
p o r é m  u m  c r e s c i m e n t o  n a  d e p o s i ç ã o  d e v i d o  ã  i n t e r c e p t a ç ã o  e ã 
i m p a c t a ç ã o  i n e r c i a l .  O  r e s u l t a d o  é a o c o r r ê n c i a  d e  u m  m í n i m o  
n a  t a x a  d e  d e p o s i ç ã o  s i t u a d o  e n t r e  o s  d i â m e t r o s  d e  0 , 1  p m  e
1 y m  [13-
3 . 3  - A  C o l e t a  d e  A m o s t r a  d e  P a r t i c u l a d o s
A  a m o s t r a g e m  d e  a e r o s ó i s  ( p a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  
e m  g a s e s )  é r e a l i z a d a  s u c c i o n a n d o - ò s  a t r a v é s  d e  u m a  s o n d a  a t é  
u m  c o l e t o r .  N a  F i g u r a  3.1 s ã o  m o s t r a d o s  a l g u n s  t i p o s  d e  sonda.
Figura  3 .1  - Exemplos de Sondas u t i l i z a d a s  na Coleta de Aerosóis
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P a r a  q u e  a a m o s t r a  s e j a  r e p r e s e n t a t i v a ,  i s t o  
é, p a r a  q u e  a c o n c e n t r a ç a o  e a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  d i â m e t r o s  n a o  
s e j a  a l t e r a d a  p e l a - s u c ç ã o »  d e v e - s e  c o n s i d e r a r  a i n f l u ê n c i a  d a  
d i f u s ã o  b r o w n i a n a  e d a  i n é r c i a  d a s  p a r t í c u l a s  n a  a m o s t r a g e m .
A  d e p o s i ç ã o  n a s  p a r e d e s  d o  t u b o  d e  s u c ç ã o ,  or_i 
g i n a d a  p e l o  m o v i m e n t o  b r o w n i a n o  q u a n d o  a s  p a r t í c u l a s  s ã o  m u i t o  
p e q u e n a s ,  p o d e  p r o v o c a r  e r r o s .  E v e n t u a l m e n t e  a d e p o s i ç ã o  n a s  
p a r e d e s  d a  s o n d a  p r o d u z  o  d e s p r e n d i m e n t o  d e  p a r t í c u l a s  a g l o m e  
r a d a s ,  a l t e r a n d o  a d i s t r i b u i ç ã o  d e  diâmetros. -O e f e i t o  d e p e n d e  
d a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e  a d e s ã o  e c o e s ã o  d a s  p a r t í c u l a s  e n ã o  p o  
d e  s e r  p r e v i s t o  p e l a  t e o r i a  [1 1 -
' Q u a n d o  á ' V e l o c i d a d e  m é d i a  d o  e s c o a m e n t o  n o  in 
t e r i o r  d a  s o n d a  u i f o r  d i f e r e n t e  d a  v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  n ã o  
p e r t u r b a d a  p e l a  s o n d a  u 0  ( a m o s t r a g e m  a n i s o c i n é t i c a ) , s u r g e m  
e r r o s  d e v i d o  ã i n é r c i a  d a s  p a r t í c u l a s .  A  r e l a ç ã o  e n t r e  a c o n  
c e n t r a ç ã o  m e d i d a  p e l a  s o n d a  C s e a c o n c e n t r a ç ã o  r e a l  d o  a e
r o s o l  C D , d e n o m i n a d a  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  A, s e r á  d i f e r e n
t e  d e  1. A  Figura 3. 2 m o s t r a  o s  3  t i p o s  d e  a m o s t r a g e m  d e  a c o r  
d o  c o m  a r e l a ç ã o  d e  v e l o c i d a d e s .
a)Amostragem Isocinetica
F ig u ra  3 . 2  - T ip os  de Amostragem
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N o  c a s o  e m  q u e  u. < u  a s  l i n h a s  d e  c o r^ i e —
r e n t e  d o  f l u i d o  d i v e r g e m  n a  e n t r a d a  d a  s o n d a  m a s  s o b  a a ç ã o  d a  - 
i n é r c i a  a s  p a r t í c u l a s  c r u z a m  a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  e p e n e t r a m  
n o  t u b o  d e  s u c ç ã o  p r o d u z i n d o  u m a  c o n c e n t r a ç ã o  m a i o r  q u e  a c o n  
c e n t r a ç ã o  r e a l .  Q u a n d o  u ^  > u g o c o r r e  u m a  c o n v e r g ê n c i a  d a s  
l i n h a s  d e  c o r r e n t e  p a r a  a sonda q u e  n ã o  é a c o m p a n h a d a  p e l a s  
p a r t í c u l a s ,  o r i g i n a n d o  u m  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  m e n o r  q u e  1 .
A  d e t e r m i n a ç ã o  d o  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  A  p o  
d e  s e r  f e i t a  e x p e r i m e n t a l m e n t e  o u  t e o r i c a m e n t e .  N o  p r i m e i r o  c a  
s o  é f e i t a  u m a  a m o s t r a g e m  e a c o n c e n t r a ç ã o  C  é c a l c u l a d a  d eO
t e r m i n a n d o - s e  a r a z ã o  e n t r e  a m a s s a  d e  p a r t í c u l a s  c o l e t a d a  e 
o  v o l u m e  s u c c i o n a d o .  A  c o n c e n t r a ç ã o  r e a l  d o  a e r o s o l  é o b t i d a  
a t r a v é s  d e  m e d i ç õ e s  e s p e c i a i s  (e.g., a m o s t r a g e m  i s ò c i n é t i c a ) . 
D e v i d o  a n e c e s s i d a d e  d e  g r a n d e  q u a n t i d a d e  d e  p a r t í c u l a s  m o n o  
d i s p e r s a s  e à s  d i f i c u l d a d e s  n a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  C R  , a u t i l i z a  
ç ã o  d e  u m  m é t o d o  t e ó r i c o  p a r a  o  c á l c u l o  d o  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ­
ç ã o  é e x t r e m a m e n t e  i n t e r e s s a n t e .
N a  o b t e n ç ã o  t e ó r i c a  d o  c o e f i c i e n t e  d a  s u c ç ã o  
c o n s i d e r a - s e  u m  a e r o s o l  m o n o d i s p e r s o  e d e t e r m i n a - s e  a s  t r a j e  
t õ r i a s  c r í t i c a s  e a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s .  A s  t r a j e t o  
r i a s  c r í t i c a s  l i m i t a m  a r e g i ã o  d a s  t r a j e t ó r i a s  q u e  p e n e t r a m  n a  
s o n d a  . 0 .c o n c e i t o  d e  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s  é s i m i l a r  a 
e s t e .
Ã  g r a n d e  d i s t â n c i a  d a  s o n d a  a c o n c e n t r a ç ã o  d o  
a e r o s o l  n ã o  é p e r t u r b a d a  pela sucção sendo igual a C R . P o d e m o s  e n  
t ã o  o b t e r  o n ú m e r o  d e  p a r t í c u l a s  c o l e t a d a s  m u l t i p l i c a n d o  C R  
p e l a  v a z ã o  d e  f l u i d o  d e n t r o  d a  r e g i ã o  e n v o l v i d a  p e l a s  t r a j e t o  
r i a s  c r í t i c a s  V e n  . 0  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  é d a d o  p o r
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A = — —  (3.8) ,
V
V „
o n d e  V  é a v a z ã o  t o t a l  d e  f l u i d o  q u e  p e n e t r a  n a  s o n d a ,  d e t e r  
m i n a d a  a p ó s  o b t e n ç ã o  d a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s .
f
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d r o  c o m  uma ranhura p a r a l e l a  a o  s e u  e i x o ,  j u s t i f i c a n d o  a  p r o p o £  
t a  c o m  a  a f i r m a t i v a  q u e  q u a l q u e r  v e n t o  q u e  n ã o  f o s s e  d i r e c i o  
n a d o  p a r a  a  r a n h u r a  seria, d e f l e t i d o  p e l o  c i l i n d r o  p r o d u z i n d o  
u m  v e n t o  n a  d i r e ç ã o  d a  t a n g e n t e  à r a n h u r a ,  c o n f o r m e  a f i g u r a  
4 . 1.  P a r a  siondas c o m  o u t r a s  g e o m e t r i a s ,  a i n f l u ê n c i a  d o  v e n t o  
n ã o  p o d e r i a  s e r  s i m p l i f i c a d a  d e s t a  f o r m a .
c i e n t e  d e  s u c ç ã o  A  d e s t a  s o n d a  s i m p l i f i c a n d o  a g e o m e t r i a  d o  
p r o b l e m a  p a r a  à q u e l a  d a  f i g u r a  4 . 2.  C o n s i d e r a n d o  u m a  distribui, 
ç ã o  d e  s u m i d o u r o s  a o  l o n g o  d a  e n t r a d a  d a  r a n h u r a  obteve; u m a  s o  
l u ç ã o  a n a l í t i c a  p a r a  o e s c o a m e n t o  p o t e n c i a l  d o  f l u i d o .
E m  1978,  Z e b e l  [29] p r o p ô s  c o m o  s o n d a  u m  c i l i n
F i g u r a  4.1 - A  S o n d a  C i l í n d r i c a  c o m  u m a  R a n h u r a
B a s e a d o  n e s t a  a f i r m a t i v a ,  d e t e r m i n o u  o  coefjL
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F i g u r a  4 . 2  - G e o m e t r i a  a d o t a d a  p o r  Z e b e l  para a D e t e r m i n a ­
ç ã o  d o  C o e f i c i e n t e  d e  S u c ç ã o  d a  S o n d a .
Z e b e l  o b t e v e  o s  c o e f i c i e n t e s  d e  s u c ç ã o  d a  s o n d a  
p a r a  v á r i o s  S t o k e s  e v a r i o s  v a l o r e s  de V / V g p  ( v e l o c i d a d e  d o
v e n t o  l a t e r a l  n o r m a l i z a d a  c o m  r e l a ç ã o  ã v e l o c i d a d e  e x a t a m e n t e  
a c i m a  d a  s u p e r f í c i e  d e  s u m i d o u r o s ,  V g p ) . C o m o  c o m p r i m e n t o  c a  
r a c t e r í s t i c o  f o i  a d o t a d o  a m e t a d e  d a  l a r g u r a  d a  r a n h u r a .
N o  p r e s e n t e  t r a b a l h o  f o r a m  d e t e r m i n a d o s  o s  c o e  
f i c i e n t e s  d e  s u c ç ã o  a d o t a n d o - s e  a  g e o m e t r i a  m o s t r a d a  n a  F i g u r a  
4.3.
Va
F igura  4 .3  - Geometria do Problema
0  c a m p o  d e  v e l o c i d a d e s  d o  e s c o a m e n t o  p o t e n c i a l  
f o i  d e t e r m i n a d o  n u m e r i c a m e n t e  a t r a v é s  d o  m é t o d o  d e  d istribujL 
ç ã o  d e  f o n t e s  e a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  d o  f l u i d o  e a s  t r a j e t o  
r i a s  d a s  p a r t í c u l a s  o b t i d a s  c o m  u m  m é t o d o  d e  R u h g e - K ü t t a  e c o m  
u m  a l g o r i t m o  e s p e c í f i c o  p a r a  a e q u a ç ã o  d a  t r a j e t ó r i a  d a  p a r t i  
c u i a .
4.1 - O  M é t o d o  d a  D i s t r i b u i ç ã o  dei F o n t e s
O  p r o b l e m a  c o n s i d e r a d o  é o  d o  e s c o a m e n t o  e s t a
c i o n á r i o  d e  u m  f l u i d o  i n c o m p r e s s í v e l , n ã o  v i s c o s o ,  e x t e r i o r  o u
i n t e r i o r  a u m a  d a d a  s u p e r f í c i e  r. N e n h u m a  r e s t r i ç ã o  ê  f e i t a
q u a n t o  ã  c o n e x i d a d e  d o  d o m í n i o  
t
0  e s c o a m e n t o  n ã o  p e r t u r b a d o  p e l a  p r e s e n ç a  d e  T 
é r e p r e s e n t a d o  p e l o  v e t o r  v e l o c i d a d e  Vm . A  p r e s e n ç a  d a  s u p e r  
f í c i e  T c a u s a  u m a  p e r t u r b a ç ã o  n o  c a m p o  d e  v e l o c i d a d e s  d e  m o  
d o  q u e  a v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  e m  u m  p o n t o  P é d a d o  p o r
V  (P) = V ^ t P )  + v(P ) (4.1)
o n d e  v( P)  é o v e t o r  v e l o c i d a d e  d e  p e r t u r b a ç ã o  d e v i d o  â p r e s e n  
ça d e  T [17] .
D e v i d o  ã i n c o m p r e s s i b i l i d a d e ,  a m b o s  V ra e v  
p o s s u e m  divergência nula . A d i c i o n a l m e n t e  é a s s u m i d o  q ú e  v  é 
irrotacional , e n t ã o  p o d e  s e r  c o n s i d e r a d o  c o m o  o  v e t o r  g r a d i e n t e  
c o m  s i n a l  n e g a t i v o  d e  u m  c a m p o  e s c a l a r  $ , c h a m a d o  p o t e n c i a l  
d e  v e l o c i d a d e  [1 2 ]
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v ( P ) = - V $ ( P )  (4.2)
A  c o n d i ç ã o  d e  divergência nula p r o d u z  a e q u a ç ã o  
d e  L a p l a c e  p a r a  $
V 2 $(P) = 0  e m  ti (4.3)
E m  T a c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  p o d e  s e r  e x p r e s s a  
a t r a v é s  d e  u m a  v e l o c i d a d e  n o r m a l  p r e s c r i t a  V(p)
Y<p) . n p  = Vip) (4.4)
9
o u  v(p) . n ^  = V(p) - V  (p) . n  (4.5)- -p ~P
o n d e  n  é o  v e t o r  n o r m a l  e m  u m  p o n t o  p  d a  s u p e r f í c i e ,  d i r e  
~P
c i o n a d o  p a r a  Í2.
U m a  c o n d i ç ã o  d e  r e g u l a r i d a d e  n o  i n f i n i t o  é t a m  
b é m  r e q u e r i d a .  N o s  p r o b l e m a s  u s u a i s  a c o n d i ç ã o  é
|v$| -*■ 0 n o  i n f i n i t o  (4.6)
O  p r o b l e m a  p o d e  s e r  s o l u c i o n a d o  s u p e r p o n d o  so 
l u ç õ e s  e l e m e n t a r e s .  U m a  f o n t e  s i m p l e s  d e  i n t e n s i d a d e  u n i t á r i a ,  
l o c a l i z a d a  e m  u m  p o n t o  q, r e f e r i d o  a u m  a d e q u a d o  s i s t e m a  d e  
c o o r d e n a d a s  t r i d i m e n s i o n a l ,  g e r a  o  p o t e n c i a l  n e w t o n i a n o  [13]
if>(P,q) = | P  — q  | ~  ^ e m  u m  p o n t o  P (4.7)
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E m  p r o b l e m a s  b i d i m e n s i o n a i s  o p o t e n c i a l  n e w t o  
n i a n o  é  i n t e g r a d o  c o n s i d e r a n d o  u m a  l i n h a  f o n t e  d e  c o m p r i m e n t o  




N o  c a s o  d e  u m a  d i s t r i b u i ç ã o  c o n t í n u a  d e  l i n h a s  
f o n t e s  s o b r e  u m a  s u p e r f í c i e  r , d e  d e n s i d a d e  superficial a(q), 
é g e r a d o  o  p o t e n c i a l
$(P) = 0 (P ,q)  o(q) dr (4.9)
C o m o  o p o t e n c i a l  d e f i n i d o  e m  (4.8) s a t i s f a z  a 
e q u a ç ã o  d e  L a p l a c e  (a n ã o  s e r  n o  p o n t o  q) e t a m b é m  a c o n d i ç ã o
(4 .6 ), p o d e m o s  a s s u m i r  q u e  a s o l u ç ã o  $ p a r a  o  p r o b l e m a  d o  ejs 
c o a m e n t o  é d e v i d a  a u m a  d i s t r i b u i ç ã o  c o n t í n u a  d e  l i n h a s  f o n  
t e s  e m  r . E n t ã o ,  p a r a  u m  p o n t o  P e m  fi
v(P ) = -V <J> (P,q) o (q) dr  
Jr
(4.10)
P a r a  f o r m u l a r  o p r o b l e m a  e m  t e r m o s  d e  u m a  e q u a  
ç ã o  i n t e g r a l  n a  f r o n t e i r a  n e c e s s i t a m o s  t o m a r  u m  p o n t o  p  n a  
s u p e r f í c i e .  I s t o  e x i g e  u m  p r o c e s s o  l i m i t e  e m  q u e  P  t e n d e  a 
p, q u e  é r e a l i z a d o  n o  A p ê n d i c e  2. O  r e s u l t a d o  é a e q u a ç ã o  a 
b a i x o
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v  (p) = 7T a (p) n  - -- V <j> (p /q) a (q) d r  (4.11)-p p
r •
o n d e  o  s í m b o l o  "  indica que a i n t e g r a ç ã o  e x c l u i  o  p o n t o  s i n g u
l a r  q  c o i n c i d e n t e  c o m  p.
F a z e n d o  o  p r o d u t o  e s c a l a r  c o m  n  e u s a n d o  a~ ~ir
c o n d i ç ã o  d e  c o n t o r n o  (4.5) o b t e m o s
ir o (p) - -- np.Vp <J)(p,q)a(q)dr = V(p) - Y«, (P) - n p  (4.12)
r
E s t a  é u m a  e q u a ç ã o  i n t e g r a l  d e  F r e d h o l m  d e  2 ?
e s p é c i e  c u j a  i n c ó g n i t a  é cr(p). A  t e o r i a  d e  s u a  s o l u ç ã o  é e x
t e n s i v a m e n t e  d i s c u t i d a  p o r  K e l l o g  [30] e o s  t e o r e m a s  f u n d a m e n
t a i s  d e  e x i s t ê n c i a  e u n i c i d a d e  s ã o  a p r e s e n t a d o s .  A s  c o n d i ç õ e s
s o b r e  a s  q u a i s  u m a  s o l u ç ã o  p o d e  s e r  o b t i d a  s ã o  b e m  g e r a i s .  A
ú n i c a  r e s t r i ç ã o  é - q u e  r d e v e  s e r  u m a  s u p e r f í c i e  d e  L i a p u n o v
[13]. A s s i m ,  s u p e r f í c i e s  c o m  c a n t o s  s a o  e x c l u i d o s  d a s  p r o v a s
d e  e x i s t ê n c i a .  N a  p r á t i c a ,  c o n t u d o ,  f o i  e n c o n t r a d o  q u e  o  m é t o -
<jo f ò r n e d e  r e s u l t a d o s  c o r r e t o s  p r ó x i m o  a c a n t o s  c o n v e x o s .  N a s
v i z i n h a n ç a s  d e  c a n t o s  c ô n c a v o s  o c o r r e m  e r r o s ,  e s p e c i a l m e n t e  se
o  c a n t o  é u m  p o n t o  d e  e s t a g n a ç ã o  d o  e s c o a m e n t o  [31].
C o n s i d e r a n d o  q u e  n p  t e m  c o s s e n o s  d i r e t o r e s
x ’ = c o s  (n , i) e y' = c o s  (n , j) , e c a l c u l a n d o  V <Mp,q), P  ~ P  ~ P  ~hr
p o d e m o s  e s c r e v e r  a e q u a ç ã o  i n t e g r a l  n a  f r o n t e i r a  d a  s e g u i n t e  
f o r m a
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7T a(p) + Xp
t e  -  X  )
----2 -  o(q) dr + y'
|p - q|'
(yD - yCT)— 2 ---- 3—  a (q) dr
|p - q|‘
= V(p) - (x£ (p)+ y^ v ^ f c )  )
o n d e  V  e V  ~ j „°°x « y  s a o  a s  c o m p o n e n t e s  d e  .
N a  r e s o l u ç ã o  d a  e q u a ç ã o  (4.13) , T é d i v i d i d a  e m  
N  s e g m e n t o s  r e t i l í n e o s ,  n o s  q u a i s  cr (q ) é c o n s i d e r a d a  c o n s  
t a n t e .  O s  p o n t o s  o n d e  o s  v a l o r e s  d e  a(p) s ã o  t o m a d o s  denomi. 
n a m - s e  n o d o s  e se l o c a l i z a m  n o  m e i o  d e  c a d a  e l e m e n t o .  C o m  a su 
p e r f í c i e  d i s c r e t i z a d a  d e s t a  f o r m a  o b t e m o s
N
Tf o ( p i ) I. 'a(pi) (x'.
j=1 P
r .D
IXpl ' X q * ar * yèi
pi - q r.
3
|pi - q
I s t o  d e f i n e  u m  s i s t e m a  d e  N  e q u a ç õ e s  c o m  N  
i n c ó g n i t a s .  A  d e t e r m i n a ç ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  d a s  e q u a ç õ e s  é 
r e a l i z a d a  n o  A p ê n d i c e  3. N o  r e s o l u ç ã o  d e s t e , s i s t e m a  f o i  u t i l i .  
z a d o  o  m é t o d o  d e  e l i m i n a ç ã o  d e  G a u s s .  A p ó s  a d e t e r m i n a ç ã o  d a s  
f o n t e s  a s  v e l o c i d a d e s  n o s  p o n t o s  d e  i n t e r e s s e  s ã o  c a l c u l a d a s
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u s a n d o - s e  a e q u a ç ã o  (4.10).
4 . 2  - A  D e t e r m i n a ç ã o  d a s  L i n h a s  d e  C o r r e n t e  e d a s  T r a j e t ó r i a s  
d a s  P a r t í c u l a s
4 . 2 . 1  - A&_ LÃ.nha.6 dz Con.h.2.nte.
A  d e t e r m i n a ç ã o  d a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  f o i  r e a  
l i z a d a  t r a ç a n d o - s e  a s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t í c u l a s  d e  f l u i d o .  Es 
t e  p r o c e d i m e n t o  é p o s s í v e l  d e v i d o  a o  f a t o  q u e  e m  r e g i m e  e s t a  
c i o n ã r i o  a s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t í c u l a s  s ã o  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  
d o  e s c o a m e n t o .
A  e q u a ç ã o  d a  t r a j e t ó r i a  d e  u m a  p a r t í c u l a  d e
f l u i d o  é
d r
-Z. = u  (4.15)~fd t  x
o n d e  r é o v e t o r  p o s i ç ã o  d a  p a r t í c u l a  d e  f l u i d o .  E s t a  e q u a  
ç ã o  p o d e  s e r  adimensionalizada d e f i n i n d o - s e  r^ = r / a  , ^ f | =^ f / V g p  
e 0 = t V g p / a  o n d e  a é o r a i o  d o  c i l i n d r o  e V s p  é a v e l o c i  
d a d e  n o  f u n d o  d a  r a n h u r a .  A  e q u a ç ã o  o b t i d a  é
Í l - U  . (4.16)
de ' -fl
D e v e  ser- f o r n e c i d a  u m a  c o n d i ç ã o  i n i c i a l
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(0 ) = (4.17)
o n d e  r 1 é u m  v e t o r  p o s i ç ã o  a r b i t r á r i o .
A  e q u a ç ã o  (4.16) f o i  r e s o l v i d a  u t i l i z a n d o - s e  u m  
m é t o d o . d e  R u n g e - K u t t a  d e  4 ?  o r d e m ,  f o r n e c i d o  p o r  L a m b  [32],
4 . 2.2 - Â 4 Th.aje.t0n.ia6 daò Van.tlc.alai>
P a r a  u m  a e r o s o l ,  c o m o  a v e l o c i d a d e  r e l a t i v a  e n  
t r e  u m a  p a r t í c u l a  e o f l u i d o  é p e q u e n a ,  a f ó r m u l a  d e  S t o k e s  é 
v á l i d a  e p o d e m o s  u t i l i z a r  a s e g u i n t e  e q u a ç ã o  p a r a  d e t e r m i n a r  a 
t r a j e t ó r i a  d á  p a r t í c u l a
S t  = - (up 1  - u f l ) (4.18)
de
o n d e  ~p1 = ^ p / V S P  ' ~f1 = ~ f / V S P  ' B = t V S P / a  e s t  =
pp  a p 2 V S P / 1 8  " a -
A s  c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  a d o t a d a s  s ã o
r.j (0 ) = r 1 (4.19)
“ p 1 < ° )  =  " P 1 ( 4 , 2 0 )
o n d e  u pl é i g u a l  ã v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  n a  p o s i ç ã o  .
A  e q u a ç ã o  4 . 1 8  f o i  r e s o l v i d a  c o m  o  m e s m o  m é t o d o  
d e  R u n g e - K u t t a  d e  4 ?  o r d e m ,  f o r n e c i d o  p o r  L a m b  [32], u s a d o  p a
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r a  d e t e r m i n a r  a s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t í c u l a s  d e  f l u i d o  e t a m  
b é m  f o i  t e s t a d o  u m  a l g o r i t m o  e s p e c í f i c o  p a r a  a e q u a ç ã o  (4.18) 
(ver A p ê n d i c e  4). ' v
4 . 3  - 0  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o
O  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  A  d a  s o n d a  é  determjl 
n a d o  u t i l i z a n d o — se a  e q u a ç ã o  (3.8) . C o m o  a a c e l e r a ç ã o  d o  flu_i 
d o  d i m i n u e  ã m e d i d a  q u e  a d i s t â n c i a  d a  s o n d a  a u m e n t a ,  â g r a n  
d e s  d i s t â n c i a s  d a  s o n d a  p o d e m o s  c o n s i d e r a r  o c a m p o  d e  v e l o c i d a  
d e s  d o  f l u i d o  u n i f o r m e .  N e s t e  c a s o  o c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  p o  
d e  s e r  c a l c u l a d o  p o r
L
o n d e  L  é a á r e a  t r a n s v e r s a l  d a  r e g i ã o  e n v o l v i d o  p e l a s  t r a  e n
j e t õ r i a s  c r í t i c a s  e L  é a á r e a  t r a n s v e r s a l  d a  r e g i ã o  e n v o l  
v i d a  p e l a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s .  C o m o  o p r o b l e m a  a n a l i ­
s a d o  é b i d i m e n s i o n a l ,  L  e L  s ã o  a s  d i s t â n c i a s  e n t r e  a s  
t r a j e t ó r i a s  c r í t i c a s  e a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r i t i c a s  respectjL 
v ã m e n t e .
A s  t r a j e t ó r i a s  c r í t i c a s  e a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  
c r í t i c a s  f o r a m  d e t e r m i n a d a s  u s a n d o - s e  u m  m é t o d o  d e  t e n t a t i v a s ,  
v a r i a n d o - s e  a p o s i ç ã o  i n i c i a l  d a s  p a r t í c u l a s .
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C A P Í T U L O  5
A OBTENÇÃO E ANÃ LI SE VOS RESULTAVOS
O  p r o c e d i m e n t o  a d o t a d o  p a r a  a o b t e n ç ã o  d o s  r e s u l  
t a d o s  c o n s i s t i u  n a s  s e g u i n t e s  e t a p a s :
a) C o m p a r a ç ã o  d o  m é t o d o  d e  d i s t r i b u i ç ã o  d e  f o n  
t e s  c o m  a s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  d o  e s c o a m e n t o  e m  t o r n o  d e  u m  c i l i n  
d r o  c i r c u l a r ;
b) e s c o l h a  d a  d i s c r e t i z a ç ã o  d a  s u p e r f í c i e ;
t
c) c o m p a r a ç ã o  e n t r e  o  m é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  d e  
4 £  o r d e m  e u m  a l g o r i t m o  e s p e c í f i c o ,  d e s e n v o l v i d o  p a r a  a d e t e r m i  
n a ç ã o  d a s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t í c u l a s ;
d) d e t e r m i n a ç ã o  d a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s  
e t r a j e t ó r i a s  c r í t i c a s  e s u b s e q u e n t e  c á l c u l o  d o  c o e f i c i e n t e  d e  
s u c ç ã o .
5.1 - C o m p a r a ç ã o  d o s  R e s u l t a d o s  o b t i d o s  a t r a v é s  d o  M é t o d o  N u m é  
r i c o  c o m  a S o l u ç ã o  Ana:l í t i c a  d o  E s c o a m e n t o  e m  T o r n o  d e  u m  
C i l i n d r o
0  m é t o d o  d a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  f o n t e s  j á  f o i  e x a u s  
t i v a m e n t e  t e s t a d o  p a r a  v á r i o s  t i p o s  d e  p r o b l e m a s .  P r o b l e m a s  tri. 
d i m e n s i o n a i s  p o d e m  s e r  e n c o n t r a d o s  n a s  r e f e r ê n c i a s  [ 3 3 , 3 4 ] .  A n a  
l i s a n d o  o p r o b l e m a  b i d i m e n s i o n a l  H e s s  [35] c h e g o u  à s  s e g u i n t e s
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c o n c l u s õ e s :  a) o u s o  d e  e l e m e n t o s  c u r v o s  e d e  f o n t e s  v a r i á
v e i s  e m  c a d a  e l e m e n t o  r e s u l t a  e m  p o u c o  a u m e n t o  d a  p r e c i s ã o  p a r a  
e s c o a m e n t o s  e x t e r i o r e s  a c o r p o s  c o n v e x o s ;  b) p a r a  c o r p ò s  e m  
q u e  r e g i õ e s  c ô n c a v a s  s ã o  s u b s t a n c i a i s  e e s c o a m e n t o s  i n t e r i o r e s  
e m  d u t o s  o  u s o  d e  e l e m e n t o s  p a r a b ó l i c o s  e f o n t e s  v a r i a n d o  li 
n e a r m e n t e  p o d e  r e s u l t a r  e m  u m  g r a n d e  a u m e n t o  n a  p r e c i s ã o .
E m b o r a  a s o n d a  p o s s u a  u m a  r e g i ã o  c ô n c a v a  f o i  a d o  
t a d o ,  n e s t e  t r a b a l h o ,  o u s o  d e  e l e m e n t o s  r e t i l í n e o s  e f o n t e s  
c o n s t a n t e s  p o r  s e  t r a t a r  d o  m é t o d o  d e  a p l i c a ç ã o ,  m a i s  s i m p l e s  e. 
a o  f a t o  d e  a s u p e r f í c i e  c o r r e s p o n d e n t e .â r e g i ã o  c ô n c a v a  s e r  r e  
t i l í n e a .
0  p r o b l e m a  a n a l i s a d o  p a r a  a c o m p a r a ç ã o  é o  d o  
e s c o a m e n t o  p o t e n c i a l ,  s e m  c i r c u l a ç ã o ,  e x t e r i o r  a u m  c i l i n d r o  
c i r c u l a r  d e  r a i o  u n i t á r i o .  A  v e l o c i d a d e  d e  a p r o x i m a ç ã o  é U,
c o n f o r m e  a F i g u r a  5.1. ■ T
F i g u r a  5.1 - G e o m e t r i a  d o  P r o b l e m a .
5.1.1 - A SoZação Analítica.
O p o t e n c i a l  c o m p l e x o  d e  v e l o c i d a d e  p a r a  o  e s c o a
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m e n t o  n ã o  perturbado p e l o  c i l i n d r o  é
w = - U z  (5.1)
o n d e  z é a v a r i á v e l  c o m p l e x a  x  + i y.
P e l o  t e o r e m a  d o  c í r c u l o  [12] t e m o s  q u e  i n t r o d u  
z i n d o  u m  c i l i n d r o  d e  r a i o  u n i t á r i o  e c e n t r o  n a  o r i g e m  o  p o t e n  
c i a i  c o m p l e x o  d e  v e l o c i d a d e  t o r n a - s e
ai = - Uz - —  (5.2)
A s  e q u a ç õ e s  p a r a  a s  c o m p o n e n t e s  d a  v e l o c i d a d e  p o  
0 d e m  s e r  a g o r a  o b t i d a s  d e
= - u  + i v  (5.3)
d z
o n d e  u  e v  s ã o  a s  c o m p o n e n t e s  d a  v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  n a  di_ 
r e ç ã o  x  e  y  r e s p e c t i v a m e n t e .  0  r e s u l t a d o ,  c o m  a s  c o m p o n e n  
t e s  j á  à d i m e n s i o n a l i s a d a s  e m  r e l a ç ã o  a  U  , é
Ul = 1 - — ^— ~ .y ..  (5.4)
/ 2 2,2 (x + y  )
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5.1.2 - A Sol tição MamS^-tca
P a r a  o c á l c u l o  d a s  i n t e n s i d a d e  d a s . f o n t e s  a
c i r c u n f e r ê n c i a  f o i  d i v i d i d a  e m  72 s e g m e n t o s ,  n o s  q u a i s  a s  i n t e n  
s i d a d e s  f o r a m  c o n s i d e r a d a s  c o n s t a n t e s .  N e s t a  s e ç ã o  n ã o  f o r a m  
r e a l i z a d o s  t e s t e s  d e  c o n v e r g ê n c i a  u m a  v e z  q u e  o  ú n i c o  objetjL 
v o  é v e r i f i c a r  a c o r r e ç ã o  d o  p r o g r a m a  e t a m b é m  p o r q u e  p a r a  c o r  
p o s  c o n v e x o s  o s  e r r o s  a s s o c i a d o s  c o m  o  u s o  d e  e l e m e n t o s  retilí^ 
n e o s  e o s  e r r o s  d e v i d o s  a o  u s o  d e  f o n t e s  c o n s t a n t e s  e m  c a d a  e l e  
m e n t o  t e n d e m  a s e  c a n c e l a r  [18].
A p ó s  a o b t e n ç ã o  d a s  i n t e n s i d a d e  d a s  f o n t e s  o s  v a  
l o r e s  d a s  c o m p o n e n t e s  d a  v e l o c i d a d e  f o r a m  o b t i d o s  p a r a  d i v e r s o s  
p o n t o s ,  r e s u l t a n d o  n o  Q u a d r o  5. 1 ,  o n d e  t a m b é m  s ã o  m o s t r a d o s  ò s  
*
r e s u l t a d o s  a n a l í t i c o s .
5.1.3 - A Comparação do Ré-óuttaLdú, Num&JiZco com o_ Ana.tZti.co
N o  Q u a d r o  5.1 o s  p o n t o s  1 a 16 s ã o  p o n t o s  e x t e  
r i o r e s  à s u p e r f í c i e .  O s  p o n t o s  17 a 8 8  s ã o  o s  p o n t o s  n o d a i s  d e  
c a d a  e l e m e n t o  e o s  p o n t o s  89 a 96 c o r r e s p o n d e m  a p o n t o s  l i m i t e s  
e n t r e  d o i s  e l e m e n t o s .  C o m o  e s p e r a d o ,  o  e r r o  é g r a n d e  s o m e n t e  
n o s  p o n t o s  l i m i t e s  e n t r e  d o i s  e l e m e n t o s .  I s t o  o c o r r e  p o r  c a u s a  




*  N 
*•
CCJROENA DAS ANAL IT I CD
* * * * * * 4 * * * 4  *4. * *  * * * * * * *  *  * * *  1 * < < 4 * * * * *
* 1 - 9 . 0 0 0 0 0 0 . 0 * 0 . 9 8 7 6 5 0 . 0 *  0 . 9 3 7 4 3 0 . 0 *
* 2 - 8 . 0  00 00 4 . 0 0 0 0 0 i 0 . 9 9 2 5 0 0 . 0 1 0 0 0 * 0 . 9 9 2 3 6 0 . 0 1 0 1 3 *
* 3 - 4  . 0 0 0 0 0 8 - 0 0 0 0 0 * 1 . 0 0  750 0 . 0  1000 * 1 . 0 0 7 6 4 0 . 0  101U *
* 4 - 1 * 2 5 0 0 0 0. 500UÜ i- 0 . 6 0 0 4 0 0 . 3 0  050 ♦ 0 . 5 9 3 2 3 0 . 3 8 7 3 6 *
* 5 l .  2 500 0 C. 5 00 00 * 0 . 6 0 0 4 8 - 0 . 3 8 0  50 * 0 . 5 9 3 2 6 — 0 . 3 0 7  Ju *
* b -  1 .2 0 0 0 0 - C . 900 00 + 0 * fci 7 5 56 - 0 . 4  266 7 *  0 . 8 7 3 3 1 — 0 . 4  343o *
* 7 1 . 2 0 0 0 0 - C .  9 00 00 * 0 . 8 7 5 5 6 0 . 4 2 6 6 7 ♦ 0 . 8 7 3 3 1 0 *4 3 4 35 *
* 8 0 . 0 9 . 0 0 0 0 0 * l . 0 1 2 3 5 0 * 0 ♦ 1 . 0 1 2 5 7 0 * 0 *
* 9 4 . 0 0 0 0 0 8 . 0 0 0 0 0 * 1 . 0 0 7 5 0 - 0 * 0 1 0 0 0 *  1 . 0 0 7 6 4 -  0 * 0 1 0 1 0 *
* 10 8 . 0 0 0 0 0 4 . 0 0 0 0 0 * 0 • 9 V 2 5 0 - 0 *  01000 <= 0 . 9 9 2 3 7 -  0 . 0 1 0 1 0 *
* 11 9 . 0 0 0 0 0 0 . 0 * 0 . 9 8 7 6 5 0 . 0 *  0 .  98743 0 * 0 *
* 12 8 . 0 0 0 0 0 - 4 . 0 0 0 0 0 * 0 . 9 5 2 5 0 0 . 0  1000 -* 0.  9923  7 C . 01013 *
* 13 4 . 0 0 0 0 0 - 8 . 0 0 0 0 0 * 1 . 0 0 7 5 0 0 . 0 1 0 0 0 *  1 . 0 0 7 6 4 O.C1O10 *
* 14 0 . 0 - 9 . 0 0 0 0 0 * 1 . 0 1 2 3 5 0 * 0 *  1 . 0 1 2 5 7 0 . 0 *
* 15 - 4 . 0 0 0 0 0 - 8 . 0 0 0 0 0 * 1 . 0 0  750 - 0 . 0 1 0 0 0 * 1 . 0 0 7 6 4 -  0 * 0 1 0 1 3 *
* 16 - 8 . 0 0 0 0 0 - 4 . 0 0 0 0 0 * 0 . 9 9 2 5 0 - 0 . 0 1 0 0 0 *  0 . 9 J 2 3 6 - 0 . 0 1 0 1 0 *
* 1 7 - 0 . 9 9 8 0 9 0 * 0 4 3 5 8 * 0 * 0 0 1 8 9 0 . 0 8 7 3 3 *  0 . 0 0 3 8 0 0 . 0 0 7 2 3 *
* 10 - 0 * 9 9 0  50 0 .1 3 0 4 1 * 0 . 0 3 2 2 4 0 . 2 5 9 3 3 *  0 . 0 3 4 0 6 0 * 2 5 0 0 7 *
* 19 - 0 . 9 7 5 3 7 0 . 2 1 6 2 3 * 0 . 0 9 1 9 7 0 . 4 2 3 4 1 *  0 . 0 9 3 7 0 0 *4 2 2 7 3 *
* 20 - 0 . 9 5 2 8 1 0 . 3 0 0 4 2 * 0 . 1 7 9 2 9 0 . 5 7 4 6 7 *  0 . 1 8 0 9 2 0 * 5 7 3 ü3 *
* 21 - 0 . 9 2 3 0 0 0* 382 32 * 0 . 2 9 1 5 5 0 .7 C Ü 4 6 *  0 . 2 9 2 8 5 0 . 7 0 7 0 0 *
* 22 - 0 * 8 8 6 1 6 0 . 4 6 1 3  1 * 0 . 4 2 5 3 3 0 . 8 2 0 7 3 *  0 . 4 2 6 5 2 0 * 0 1 9 1 3 *
* 23 - 0 . 0 4 2 5 8 0 . 5 3 6 7 9 * 0 . 5 7 6 5 8 0 . 9 0 0 0 5 * 0 . 5 7 7 2 8 0 . 9 0 6 2 7 *
* 24 - 0 . 7 9 2 5 9 0 . 6 0 8 1 B * 0 . 7 4 0 6 9 0 . 9 6 7 7 0 * 0 . 7 4 1 2 3 0 *9 6 5 9 7 *
* 25 - 0 . 7  36 57 0 . 6 7 4 9 5 * 0 . 9 1 2 6 9 0 . 9 9 e i 0 *  0 . 9 1 2 8 8 0 *9 9 6 2 0 *
* 26 - 0 . 6 7 4 9 4 0 . 7 3 6 5 8 * 1 . 0 8 7 3 4 0 . 9 9 0 1 0 ♦ 1 .0 3 7 1  5 0 .99621 *
* 27 - 0 . 6 0 8 1 7 0 . 7 9 2 6 0 * 1 . 2 5 9 3 4 0 . 9 0 7 7 7 *  1 . 2 3 d 8 6 0*96501 *
* 28 - 0 . 5 3 6  78 0 . 8 4 2 5 9 * 1 . 4 2 3 4 4 0 . 9 0 8 0 4 *  1 . 4 2 2 4 6 0 *9 0 6 4 2 *
* 29 - 0 . 4 6 1 3 0 0 . 8 8 6 1 7 * 1 . 5 7 4 6 9 0 . 8 2 0 7 0 - *  1 . 5 7 3 7 0 0 * 0 1 9 0 9 ' *
* 30 - 0 . 3 8 2 3 1 0 . 9 2 3 0 0 * 1 . 7 0 8 4 7 0 . 7 0 8 4 5 *  1 . 7 0 / 1 3 0 . 7  069V *
* 31 - 0 . 3 0 0 4 1 0 . 9 5 2 0  1 * 1 . 0 2 0 7 3 0 * 5 7 4 6 6 *  1 . 8 1 9 0 7 0 * 5 73 7 i ♦
* 32 - 0 * 2 1 6 2 2 0 . 9 7 5 3 7 * 1 . 9 0 0 0 5 0 . 4 2 3 4 0 *  1 .  90634 0 . 4 2 2 5 7 *
* 33 - 0 . 1 3 0 3 9 0 * 9 9 0 5 0 * 1 . 9 6 7 7 8 0 . 2  5929 *  1 . 9 6 5 9 6 0 . 2 5 0 9 0 *
* 34 - 0 * 0  4 357 0 . 9 9 8 1 0 * 1 . 9 9 0 0 9 0 . 0  67 31 *  1 . 9 9 6 2 7 0 . 0 8 7 0 ^ *
* 35 0 * 0 4 3  53 0 . 9 9 8 0 9 * 1 .9 9 8 1 1 - 0 . 0 8 7 3 3 # 1 . 9 9 6 1 4 -  0 . 0 0 7 2 7 *
* 36 0 *1 3 0 4 1 0 . 9 9 0 5 0 * 1 . 9 6 7 7 6 - 0 . 2  5933 *  1 . 9 6 5 9 7 - 0 * 2 5 8 6 5 *
* 37 0 * 2 1 6 2 4 0. 97536 * 1 . 9 0 0 0 4 - 0 . 4 2 3 * 4 *  1 . 9 0 6 2 7 - 0 . 4 2 2 7 3 *
* 30 0 . 3 0 0  43 0 . 9 5 2 0 0 * 1 .8 2 0 7 1 - 0  . 5 7 4 7 0 *  1 . 8 1 9 1 5 — 0 . 5 7 3 5 J *
* 39 0 * 3 8 2 3 3 0* 9 2 299 * 1 . 7 0 0 4 4 - 0 . 7 0 3 4 8 *  1 . 7 0 7 0 4 - 0 . 7071O *
* 40 0 . 4 6 1 3 2 0 . 8 3 6 1 6 * 1 . » 7 4  65 - 0 . 3 2 0 7 3 »  1 . 5 7 3 5 4 -  0 . 0 1 9 1 0 ♦
* 41 0 . 5 3 6 8 0 0 . 0 4 2 5 8 * 1 . 4 2 3 4 0 - 0 . 9 0 8 0 5 *  1 . 4 2 2 7 5 — 0 . ^0 o2o *
* 42 0 . 6 0 8  19 0 . 7 9 2 5 9 * 1 . 2 5 9 2 9 - 0 . 9 6 7 7 3 ♦  1 . 2 5 8 8 3 -  0 . 9 6 5 9 0 *
* 43 0 * 6 7 4 9 5 0 . 7 3 6 5 7 * 1 . 0  P 7 3 1 - 0 . 9 9 6 1 0 *  1 . 0 3 6 9 9 -  0 .9 9O 2 2 *
* 44 0 . 7 3 6  53 0 . 6 7 4 9 4 * 0 . 9 1 2 6 6 - 0 . 9 9 6 1 0 *  0 . 9 1 2 8 6 — 0 . 3  96 1 ■* *
* 45 0 . 7 9 2 6 0  * 0 . 6 0 0 1 7 * 0 . 7  4066 - 0 . 9 6 7 7 7 * *  0 * 7 4 1 2 6 - 0 . 9 6 5 9 7 *
* 46 0 . 8 4 2 5 9 0 . 5 3 6 7 8 * 0 . 5 7 6 5 6 - 0 . 9  080 4 *  0 . 5 7 7 3 0 -  0 .9C62 : » *
♦ 47 0 . 8 8 6  17 0 . 4 6 1 3 0 * 0 . 4 2 5 3 1 - 0 . 8 2 0 7 0 * 0 . 4 2 6 4 0 - 0 . 3 1 9 1 4 *
* 48 0 *9 2 3 0 0 0 . 3 3 2 3 1 * 0 . £ 9 1 5 3 - 0 . 7 0 6 4 5 0 . 2 J 2 9 6 - 0 . 7 0 7 1 2 *
* 49 0 *9 5 2 8 1 0 . 3 0 0 4 1 * 0 . 1 7 9 2 7 - 0 . 5 7 4 6 6 *  0 . 1 3 0 3 0 - 0  . 5 7 3 5 0 *
* 50 0 * 9 7 5 3 7 0 . 2 1 6 2 2 * 0 . 0 9 1 9 5 - 0 . 4 2 3 4 0 »  0 . 0 9 3 7 1 - 0 . 4 2 2 6 4 *
♦ 51 0 . 9 9 0  50 0 . 1 3 0 3 9 * 0 . 0 3 2 2 2 -  0 . 2 59Z9 ♦ 0 . 0 3 4 0 9 - 0 . 2 5 0 0 5 *
* 52 0 . 9 9 0  10 0 * 0 4 3 5 7 * 0 .0 0 1 9 1 - 0 . 0 8 7 3 1 *  0 . 0 0 3 6 1 - 0 . 0 8 7 0 5 *
* 53 0 . 9 9 6 0 9 - 0 . 0 4 3 5 9 * 0 . 0 0 1 8 9 0 . 0 e7 3 b * 0 . 0 0 3 8 2 0 . 0 8 7 1 5 *
* 54 0 . 9 9 0 5 0 « 0 . 1 3 0 4 1 * 0 . 0 3 2 2 4 0 . 2 5 9 3 3 *  0 . 0 3 4 0 4 0 . 2 5 8 0 0 *
* 55 0 . 9 7 5 3 6 - 0 . 2 1 6 2 4 * 0 . 0 9  196 0 . 4 2 3 4 4 *  0 . 0 9 3 7 7 0 . 4 2 2 7 3 *
* 56 0 . 9 5 2 e 0 - 0 . 3 0 0 4 3 * 0 . 1 7 9 2 9 0 . 5 7 4 7 0 * 0 . 1 3 0 8 2 0 . 5 7 3 5 4 «
* 57 0 * 9 2 2 9 9 - 0 . 3 3 2 3 3 * 0 . 2 9 1 5 6 0 . 7 0 8 4 0 *  0 . 2 9 2 9 7 0 .7 0 7 1 2 *
* 50 0 *8 8 6 1 6 - 0 . 4 6 1 3 2 * 0 . 4 2 5 3 5 0 . 8 2 0 7 3 *  0 . 4 2 6 3 9 0 .8 1 9 1 4 *
* 59 0 . 8 4 2 5 6 - 0 . 5 3 6 7 9 ♦ 0 . 5 7 6 5 0 0 . 9 0 8 0 5 ♦ 0 . 5 7 7 4 1 0*  90634 *
* 60 0 . 7 9 2 5 9 - 0 . 6 0 0 1 9 ♦ 0 . 7 4 0 7 1 0 . 9 6 7 7 8 «  0 . 7 4 1 1 3 0 . 9 6 5 9 3 *
******************4** 
NUMEttICU *
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
U V *
c o n t i n u a
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♦ 61 *  0 . 7 3 S 5 7 - . - 0 . 6 7 4 9 5 * 0 . 9 1 2 0 9 0 . 9 9 6 1 0 0 . 9 1 3 0 3 0 . 9 9 6 2 J
*
* 62 *  0 . 6  74 94 - 0 . 7 3 6 5 8 * 1 . 0 8 7 3 4 0 . 9 9 8 1 0 1 . 0 8 7 0 8
0 . 9 9 6 1 5 *
* 63 *  0 . 6 0 8 1 7 - 0 . 7 9 2 6 0 * 1 . 2 5 9  34 0 . 9 6 7 7 7 1 . 2 5 8 7 7
0 . 9 6 5 9 6 *
* 64 *  0 . 5 3 6 7 6 - 0 . 3 4 2 5 9 * 1 .4 2 3 4 4 0 . 9 0 8 0 4 1 . 4 2 2 7 4 0 . 9 0 6 2 6
*
* 65 *  0 . 4 6 1 3 0 -0. . '3861 7 * 1 . 5 7 4 6 9 0 . 8 2 0 7 0 1 . 5 7 3 5 4
0 . 8 1 9 1 2 *
* 66 *  0 . 3 8 2 3 1 - 0 .  92300 * 1 . 7 0 8 4 7 0 . 7 0 8 4 5 1 . 7 0 7 0 8
0 . 7 0 7 1 i *
* 67 *  0 . 3 0 0 4 1 - 0 . 9 5 2 3 1 * 1 . 0 2 0  73 0 . 5 7 4  06 1 . 8 1 9 2 3 0 . 5 7 3 5 4
*
* 68 *  0 . 2 1 6 2 2 - C .  975.37 * 1 . 9 0 8 0 5 0 . 4 2 3 4 0 1. 9063  0
0 . 4 2 2 5 o *
fr 69 *  0 . 1 30 39 - 0 . 9 9 0 0 0 * 1 . 9 6 7 7 8 0 . 2 5 9 2 9 1 . 9 6 5 9 5
0 . 2 5 8 9 0 *
* 70 *  0 . 0 4 3 5 7 - 0 . 9 9 8 1 0 * 1 . 99(109 0 . 0 8 7 3 1 1 . 9 9 6 2 6 0 . 0 8 7 0 5
*
* 71 * - 0 . 0 4 3 5 8 - 0 . 9 9 8 0 9 * 1 . 9 9 8 1 1 -  0 . 0 8 7 3 3 1 . 9 9  61 4
- 0 . 0 6 7 2 7 *
* 72 * - 0 . 1 3 0 4 1 -  0.  99030 * 1 . 9 0 7 7 6 - 0 . 2  593 3 1 . 9 6  59 9 - 0 . 2 5 8 6 6
*
* 73 * - 0 . 2 1 6 2 3 - 0 . 9 7 5 3 6 * 1 . 9 0 8 0 5 - 0 . 4 2 3 4 3 1 . 9 0 6 2 6 - 0 .  42201
*
* 74 * - 0 . 3 0 0  42 - 0 .9 5 2 : 1 0 * 1 . 8 2 0 7 2 - 0 . 5 7 4 6 9 1 .  8 1 91 ó - 0 . 5 7 3 4 4
*
* 75 * - 0 . 3 8 2 3 2 -  0 .9 2 3 0 0 * 1 . 7 0 8 4 5 - 0 . 7 0 8 4 6 1 . 7 0 7 1 5
- 0 . 7 0 7 1 1 *
* 76 * - 0 . 4 6 1  31 - 0 . 8 8 6 1 6 * 1 . 5 7 4 6 7 - 0 . 8 2 0 7 3 1 . 57 34 8 -  0 . 8 1 9 2 3
*
* 77 * - 0 . 5  36 79 - 0 . 8 4 2 5 3 * 1 . 4 2 3 4 2 - 0 . 9 0 8 0 5 1 . 4 22 69
- C . 9062-« *
* 78 * - 0 . 6 0 9 1 3 - 0 . 7 9 2 5 9 * 1 .2 59 3 1 — 0 . 9 6 7 7  8 1 . 2 5 3 7 7 — 0 . 965 93
♦
* 79 * - 0 . 6 7 4 9 5 - 0 . 7 3 6 5 7 * 1 .0 8 7 3 1 - 0 . 9SÜ 10 1 . 0 8 7 0 8 —0 . 9 9 6 1 ó
♦
♦ 80 * - 0 .  7 36 011 - 0 . 6 7 4 9 4 * 0 . 9 1 2 6 6 - 0 . Ç 9 Ü I 0 0 . 9 1 3 0 2 - 0  . 9 9 6 2 3
*
* a 1 * - 0 . 7 9 2 6 0 -  0 . 6 0 8  18 * 0 . 7 4 0 6 8 - 0 . 9 6 7 7 7 0 . 7 4 1 0 0 - 0 . 9 6 5 9 4
*
* 82 * - 0 . 8 4 2 5 9 - 0 . 5 3 6 7 8 * 0 . 5 7 6 5 6 - 0 . 9 0 8 0 4 0 .  57 756
- 0 . 9 0 6 3 6 *
* 83 * - 0 . 8 8 6  17 - 0 . 4 6 1 3 1 * 0 . 4 2 5 3 3 - 0 . 8 2 0 7 1 0.  4 2 6 4 0
- 0 . 8 1 9 1 6 *
♦ 84 * ■ * 0 . 9 2 3 0 0  1 - 0 . 3 8 2 3 2 * 0 . 2 9 1 5 5 - 0 . 7 0 8 4 6 0 . 2 9 2 8 1 - 0 . 7 0 7 0 5
*
* 85 * - 0 . 9 5 2 3 1 -  0 . 3 0 0 4 2 » 0 . 1 7  929 - 0 . 5 7 4 6 7 0 .  1809 2 - 0 . 5 7 3 6 0
*
* 86 * - 0 . 9 7 5 3 7 - 0 . 2 1 6 2 3 * 0 . 0 9 1 9 7 - 0 . 4 2 3 4 1 0 . 0 9 3 7 0 - 0 . 4 2 2 7 1
*
* 87 * - 0 . 9 9 0 5 0 - 0 . 1 3 0 4 1 * 0 . 0 3 2  24 - 0 . 2 5 9 3 3 0 . 0 3 4 0 6 - 0  . 2 5 8 6 6
£
* 88 * - 0 . 9 9 8 0 9 - 0 . 0 4 3 5 8 ♦ 0 . 0 0 1 8 9 - 0 . 0 0 7 3 3 0 . 0  038 0 - 0 . 0 8 7 2 2
*
* 89 * - 0 . 3 6 ^ 0 0 0 . 5 0 0 0 0 * 0 . 5 0 0 0 0 0 . 8b60U  / 1 . 9 0 3 3 0 0 .  161 81
*
* 90 * - 0 . 5 0 0 0 0 0 . 8 6 6 0 0 * 1 . 5000C 0 . 8 6 6 0 8 2 .  1191 0
0 . 1 2 0 2 4 *
* 91 *  0 . 5 0 0 0 0 0 . 8 6 6 0 0 * 1 . 0 0 0 0 0 -  0 . 8 6 6 0 8 2 . 1 4 1 1 7
- 0 . 1 8 5 4  9 ♦
* 92 *  0 . 8 6 6 0 0 0 . 5 0 0 0 0 * 0 . 5 0 0 0 0 - 0 . 8 6 6  0 8 1 . 9 1 8 5 3
- 0 . 0 9 7 1 1 *
* 93 *  0 . 8 6 6 0 0 - 0 . 5 0 0 0 0 * 0 . 5 0 0 0 0 0 . 8 6 6 0 8 1 . 9 1 3 1 5
0 . 0 4 9 8 J *
* 94 *  0 . 5 0 0 0 0 - 0 .  8 660 0 * 1 . 5 0 0 0 0 0 . 8 6 6 0 8 2 . 1 5 3 2 8
0 .1 3 5 7 1 ♦
95 * - 0 . 5 0 0 0 0 - 0 . 8 6 6 0 0 * 1 . 5 0 0 0 0 - 0 . 8 6 6 0 8 2 . 1 2 8 4  0
- 0 . 1 6 3 4 J *
* 96 * - 0 . 8 6 6 0 0 - 0 . 5 0 0 0 0 » 0 . 5 0 0 0 0 - 0 . 8 6 6 0 8 1 . 9 9 0 1 2 - 0 . 1 2 8 2 4
*
* * 4 * * * 4  * * * * *  * * * * * * * * * * * * * * * *  * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
Q u a d r o  5.1 - C o m p a r a ç ã o  d o  M é t o d o  N u m é r i c o  c o m  a S o l u  
ç ã o  A n a l í t i c a  p a r a  u m  C i l i n d r o .
5 . 2  - A  E s c o l h a  d a  D i s c r e t i z a ç ã o  d a  S u p e r f í c i e
N a  d e t e r m i n a ç ã o  d o s  c o e f i c i e n t e s  d e  s u c ç ã o  d a  
s o n d a  c o m  a g e o m e t r i a  m o s t r a d a  n a  F i g u r a  4. 3 ,  a p r o f u n d i d a d e  d a  
r a n h u r a  f o i  m a n t i d a  c o n s t a n t e  e i g u a l  a o  r a i o  d o  c i l i n d r o .  F o  
r a m  a n a l i s a d a s  3 l a r g u r a s  d e  r a n h u r a  L, n o r m a l i z a d a s  e m  r e l a  
ç ã o  a o  r a i o  a d o  c i l i n d r o :  L / a  = 0 , 1 ;  0 , 3  e 0 , 5 .  F o r a m  c o n  
s i d e r a d o s  4 v a l o r e s  p a r a  a r e l a ç ã o  V oo/v sp' o n d e  V a> ® a v e l o _
48
c i d a d e  d o  v e n t o  l a t e r a l  à g r a n d e  d i s t â n c i a  d a  s o n d a  e V g p  a v e  
l o c i d a d e  n o  f u n d o  d a  r a n h u r a :  V «>/V S P  =  ^' 1/5; 1 / 1 0  e 1/1 5 .
A  e s c o l h a  d o  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  n a  s u p e r f í c i e  
m a i s  a d e q u a d o  p a r a  c a d a  l a r g u r a  d a  r a n h u r a  f o i  r e a l i z a d a  d i s c r e  
t i z a n d O ' - s e  a s u p e r f í c i e  d e  v á r i a s  m a n e i r a s  e d e t e r m i n a n d o - s e  a 
v e l o c i d a d e  e m  40 p o n t o s  r e p r e s e n t a t i v o s  d o  d o m í n i o ,  d e n t r o  d a  
r a n h u r a  e p e r t o  d a  e n t r a d a  d a  s o n d a  ( F i g u r a  5 . 2 ) .  N a  a n á l i s e  d o  
c a s o  e m  q u e  L / a  = 0 , 3  c o n s t a t o u - s e  q u e  a e s c o l h a  d a  discreti. 
z a ç ã o  d a  s u p e r f í c i e  p o d e r i a  b a s e a r - s e  n o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a  
r a  u m a  ú n i c a  r e l a ç ã o  d e  . v e l o c i d a d e s  V oo/v s P ‘ 'P o r  -^s t o ' P a r a  a s  
o u t r a s  a b e r t u r a s  d a  r a n h u r a ,  ó  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  u t i l i z a d o s  
b a s e o u - s e  n o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  a  r e l a ç ã o  d e  v e l o c i d a d e s
V  / V C Ü  = 1 / 1 0 ,  a e x e m p l o  d o  Q u a d r o  5 . 2 .
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0  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  e s c o l h i d o s  f o i  124 e l e m e n  
t o s  p a r a  L / a  = 0,1 ; 110 e l e m e n t o s  p a r a  L / a  = 0 , 3  e 1 0 5  e l e m e n  
t o s  p a r a  L / a  = 0 , 5 .
5 . 3  - C o m p a r a g ã o  e n t r e  u m  A l g o r i t m o  D e s e n v o l v i d o  E s p e c i f i c a m e n  
t e  p a r a  R e s o l v e r  a E q u a ç ã o  d a  T r a j e t ó r i a  d a  P a r t í c u l a  e o 
M é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  d e  4 a Q r d e m
A  i d é i a  q u e  f u n d a m e n t a  o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  n o  
A p ê n d i c e  4 é a  d e  q u e  e m  u m  e s p a ç o  d e  t e m p o  m u i t o  p e q u e n o  a v e  
l o c i d a d e  d o  f l u i d o ,  a o  l o n g o  d a  t r a j e t ó r i a  d e  u m a  p a r t í c u l a  v a  
r i a  m u i t o  p o u c o ,  p o d e n d o  s e r  c o n s i d e r a d a  c o n s t a n t e  (ou v a r i a n d o  
l i n e a r m e n t e )  s e  o  e s p a ç o  d e  t e m p o  c o n s i d e r a d o  (um p a s s o )  f o r  su 
f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o .  I s t o  p o s s i b i l i t a  a o b t e n ç ã o  d a  s o l u ç ã o  
a n a l í t i c a  d a  e q u a ç ã o  d a  t r a j e t ó r i a  d a  p a r t í c u l a ,  v ã l i d a  p a r a  o  
p e q u e n o  p a s s o  n o  t e m p o  c o n s i d e r a d o .
N o  A p ê n d i c e  4 e s t a  i d é i a  é d e s e n v o l v i d a  d a  se 
g u i n t e  m a n e i r a :  a p ó s  a o b t e n ç ã o  d e  u m a  p r e v i s ã o  p a r a  a p o s i ç ã o  
d a  p a r t í c u l a  n o  f i n a l  d o  p a s s o ,  c o n s i d e r a n d o - s e  a v e l o c i d a d e  d o  
—  f l u i d o - ^ c o n s i a n t e , -  é- e f e t u a d a - u m a  c o r r e ç ã o  c o n s i d e r a n d o - s e  a ve. - 
l o c i d a d e  d o  f l u i d o  v a r i a n d o  l i n e a r m e n t e  e n t r e  o  s e u  v a l o r  n a  
p o s i ç ã o  i n i c i a l  d a  p a r t í c u l a  e o  v a l o r  n a  p o s i ç ã o  p r e v i s t a  d a  
p a r t í c u l a .
A  c o m p a r a ç ã o  e n t r e  e s s e  a l g o r i t m o  e o  m é t o d o  d e  
R u n g e - K u t t a  d e  4 ?  o r d e m  f o i  r e a l i z a d a  d e t e r m i n a n d o - s e  a t r a j e  
t ó r i a  d e  u m a  p a r t í c u l a  c o m  S t o k e s  i g u a l  a  1 p a r a  o  c a s o  d e  
L / a  = 0 , 3  e V ^ / V g p  = 1 / 1 5 .  A  p o s i ç ã o  i n i c i a l  a d o t a d a  p a r a  a 
p a r t í c u l a  f o i  x = - 5  e y  = 0 , 0  , o n d e  x  e y  s ã o  c o o r d e  
n a d a s  n o r m a l i z a d a s  e m  r e l a ç ã o  a o  r a i o  d a  s o n d a .
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C o m o  p a d r ã o  f o i  u t i l i z a d a  a s o l u ç ã o  f o r n e c i d a  
p e l o  m é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  d e  4 $  o r d e m  c o m  o p a s s o  H v a r i á v e l  
d e  a c o r d o  c o m  a c o o r d e n a d a  x  d a  p a r t í c u l a ,  . v
M :> 2 , 0 H1 ii o o to
oCN > M > 1 / 2 h 2 II o o
1 / 0 > M 0 , 3 H 3 = 0 , 0 0 2
0 , 3 > W H 4 = 0 , 0 0 0 2
N o  Q u a d r o  5 . 3  a s o l u ç ã o  p a d r ã o  é a p r e s e n t a d a  p a  
r a  v á r i o s  v a l o r e s  d o  t e m p o .  O s  Q u a d r o  5 . 4  e 5 . 5  a p r e s e n t a m  
o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p e l o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  c o m  d u a s  c o r
r e ç õ e s  e p e l o  m é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  d e  4 £  o r d e m ,  u s a n d o  o s  se 
g u i n t e s  p a s s o s  (nas m e s m a s  r e g i õ e s  e m  q u e  f o i  d i v i d i d a  a s o l u  
ç ã o  p a d r ã o ) :  = 0 , 5 ;  = 0, 3 ;  = 0 , 1 5  e = 0 , 0 5 .
Tem po X y u V
0,100000000 D+02 -0,429631867 D+01 0,356842446 D-01 0,703223920 D-01 0,411588990 D-02
0,200000000 D+02 -0,359457381 D+01 0,845611953 D-01 0,699510122 D-01 0,581121870 D-02
0,300000000 D+02 -0,289957800 D+01 0,156505065 D+00 0,688841854 D-01 0,892675671 D-02
0,400000000 D+02 -0,222128517 D+01 0,275015841 D+00 0,665345666 D-01 0,157893510 D-01
0,510000000 D+02 -0,149838378 D+01 0,549699314 D+00 0,676375852 D-01 0,390085925 D-01
0,552000000 D+02 -0,118939869 D+01 0,751695722 D+00 0,833047566 D-01 0,581935238 D-01
0,573000000 D+02 -0,994556966 D+00 0,884765461 D+00 0,104636782 D+00 0,681105441 D-01
0,604000000 D+02 -0,564663913 D+00 - 0,110164796 D+01 0,181983166 D+00 0,595690912 D-01
0,623500000 D+02 -0,120441357 D+00 0,112960971 D+01 .0,290439876 D+00 -0,919301125 D-01
0,636500000 D+02 0,146644526 D+00 0,732525967 D+00 0,990328444 D-01 -0,549495490 D+00
Q u a d r o  5 . 3  - P a d r ã o .  = 0 , 0 2  ; = 0,01 ; - 0 , 0 0 2  e 
H 4 = 0 ,0 0 0 2 .
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Tem po X y u V
0,100000000 D+02 -0,429631906 D+01 0,356851449 D-01 0,703223319 D-01 0,411602006 D-02
0,200000000 D+02 -0,359457512 D+01 0,845640094 D-01 0,699508836 D-01 0,581149144 D-02
0,300000000 D+02 -0,289958113 D+01 0,156512330 D+00 0,688839529 D-01 0,892745047 D-02
0,400000000 D+02 -0,222128976 D+01 0,275036394 D+00 0,665347867 D-01 0,157916936 D-01
0,510000000 D+02 -0,149836184 D+01 0,549753758 D+00 0,676450724 D-01 0,390128956 D-01
0,552000000 D+02 -0,118931503 D+01 0,751769153 D+00 0,833304451 D-01 0,581969164 D-01
0,573000000 D+02 -0,994423850 D+00 0,884845194 D+00 0,104663483 D+00 0,681120060 D-01
0,604500000 D+02 -0,564374021 D+00 0,110168358 D+01 0,182078298 D+00 0,595138087 D-01
0,623500000 D+02 -0,119889765 D+00 0,112902205 D+01 0,290496428 D+00 -0,928385894 D-01
0,636500000 D+02 0,147044580 D+00 0,730087781 D+00 0,990918009 D-01 -0,550728476 D+00
Q u a d r o  5.4 - A l g o r i t m o  p r o p o s t o  c o m  d u a s  C o r r e ç õ e s .
H 1 = 0 / 5  ; H 2 = 0 , 3  ; H 3 = 0 , 1 5  e H 4 = 0 , 0 5 .  
T e m p o  d e  C P U  = 4 9 , 8 6  s.
Tem po X y u V
0,100000000 D+02 -0,429631866 D+01 0,356842407 EM)1 0,703223901 D-01 0,411589383 D-02
0,200000000 D+02 -0,359457381 D+01 0,845611873 D-01 0,699510077 D-01 0,581122675 D-02
0,300000000 D+02 -0,289957799 D+01 0,156505046 D+00 0,688841753 D-01 0,892677653 D-02
0,400000000 D+02 -0,222128516 D+01 0,275015779 D+00 0,665345525 D-01 0,157894136 D-01
0,510000000 D+02 -0,149838381 D+01 0,549699289 D+00 0,676376137 D-01 0,390086194 D-01
0,552000000 D+02 -0,118939879 D+01 0,751695727 D+00 0,833048648 D-01 0,581935239 D-01
0,573000000 D+02 -0,994556984 D+01 0,884765467 D+00 0,104636805 D+00 0,681105365 D-01
0,604500000 D+02 -0,564663940 D+00 0,110164802 D+01 0,181983212 D+00 0,595690253 D-01
0,623500000 D+02 -0,120441089 D+00 0,112961002 D+01 0,290439400 D+00 -0,919308180 D-01
0,636500000 D+02 0,146644490 D+00 0,732526003 D+00 0,990332591 D-01 -0,549495243 D+00
• Q u a d r o  5 . 5  - R u n g e  K u t t a  d e  4 ?  o r d e m .  H 1 = 0 , 5  ; H 2 = 0,3 ;
= 0 , 1 5  e = 0 , 0 5 .  T e m p o  d e  C P U  = 1 m i n  
e 3 , 4 0  s.
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A n a l i s a n d o - s e  o s  Q u a d r o s  5 . 3 ,  5 . 4  e 5 . 5  v e r i f i  
c a - s e  q u e  a  u t i l i z a ç ã o  d o  a l g o r i t m o  e s p e c í f i c o ,  c o m  d u a s  c o r  ' 
r e ç õ e s  e c o m  o  m e s m o  p a s s o  d o  R u n g e - K u t t a ,  r e d u z  o t e m p o  d e  C P U  
m a s  a p r e s e n t a  e r r o s  m a i o r e s .  C o m p a r a ç õ e s  r e a l i z a d a s ,  m a s  n ã o  a 
p r e s e n t a d a s ,  m o s t r a r a m  q u e  o  m é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  d e  4 ?  o r d e m
é  s u p e r i o r  à o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  c o m  d u a s  c o r r e ç õ e s .
\
S ã o  n e c e s s á r i a s  m a i s  c o m p a r a ç õ e s ,  i n c l u s i v e  c o n  
s i d e r a n d o  o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  c o m  o u t r a s  f o r m a s  d e  c o r r e ç ã o  
a l é m  d a q u e l a  u t i l i z a d a ,  q u e  c o n s i d e r a  u m a  v a r i a ç ã o  l i n e a r  d a  v e  
l o c i d a d e  d o  f l u i d o .  U m a . c o r r e ç ã o  c o n s i d e r a n d o  s i m p l e s m e n t e  u m a  
m é d i a  e n t r e  a v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  n o  p o n t o  i n i c i a l  e a v e l o c i ­
d a d e  d o  f l u i d o  n o  p o n t o  f i n a l  t a l v e z  s e j a  m a i s  e f i c i e n t e  p o i s  
r e d u z i r i a  e n o r m e m e n t e  o n ú m e r o  d e  o p e r a ç õ e s  e f e t u a d a s  e m  c a d a  
p a s s o .  O u t r a  i d é i a  é s u b d i v i d i r  o  p a s s o  e m  d o i s  o u  m a i s  i n t e r  
v a l o s  e u t i l i z a r - s e  p a r a  a c o r r e ç ã o  d a  t r a j e t ó r i a  d a  p a r t í c u l a  
u m a  m é d i a  p o n d e r a d a  d a s  v e l o c i d a d e s  d o  f l u i d o  e m  c a d a  i n t e r
v a l o .
5 . 4  - A s  L i n h a s  d e  C o r r e n t e  C r í t i c a s  e a s  T r a j e t ó r i a s  C r í t i c a s
N a  d e t e r m i n a ç ã o  d a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s  
e t r a j e t ó r i a s  c r í t i c a s  u t i l i z o u - s e  u m  m é t o d o  d e  t e n t a t i v a s  n o  
q u a l  v a r i o u - s e  a c o o r d e n a d a  y i n i c i a l .  A  c o o r d e n a d a  x  i n i  
c i a i  a d o t a d a  f o i  -5 r a i o s  d a  s o n d a .  F o r a m  r e a l i z a d o s  t e s t e s  n o s  
q u a i s  c o n s t a t o u - s e  q u e  p a r a  d i s t â n c i a s  ã s o n d a  s u p e r i o r e s  a 5 
r a i o s  a s  d i f e r e n ç a s  n a s  c o o r d e n a d a s  y  i n i c i a i s  d a s  l i n h a s  d e  
c o r r e n t e  c r í t i c a s  e t r a j e t ó r i a s  c r í t i c a s  e r a m  d e s p r e z á v e i s .
N a  F i g u r a s  5 . 7  a 5 . 9 4  s ã o  m o s t r a d a s  a l g u m a s  l i n  
h a s  d e  c o r r e n t e  e  t r a j e t ó r i a s  d e  p a r t í c u l a s  p a r a  a s  d i f e r e n t e s
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l a r g u r a s  d a  r a n h u r a ,  r e l a ç õ e s  d e  v e l o c i d a d e  e n ú m e r o s  d e  S t o k e s  
c o n s i d e r a d o s .
A s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  m o s t r a m  q u e  a p a r t i r  d e
Y  / y  = 1 / 5  c e r t a  q u a n t i d a d e  d e  f l u i d o  l o c a l i z a d o  n o  l a d o  pois 
t e r i o r  ã r a n h u r a  t a m b é m  é s u c c i o n a d o  e e s t a  q u a n t i d a d e  a u m e n t a  
c o m  o  a u m e n t o  d a  s u c ç ã o .  E s t e  r e t o r n o  d o  f l u i d o  p r o v o c a ,  p a r a  
a l g u n s  v a l o r e s  d o  n ú m e r o  d e  S t o k e s  , o s u r g i m e n t o  d e  d u a s  fa_i 
x a s  d e  t r a j e t ó r i a s  d e  p a r t í c u l a s  q u e  p e n e t r a m  n a  r a n h u r a ,  s e p a ­
r a d a s  p o r  u m a  f a i x a  n a  q u a l  a s  p a r t í c u l a s  c h o c a m - s e  c o m  a s o n  
d a  n a  p a r t e  p o s t e r i o r  â r a n h u r a .  A l g u n s  e x e m p l o s  a p a r e c e m  n a s
F i g u r a s  5 . 3 4 ,  5 . 4 4  e 5 . 6 6 .
A i n d a  d e v i d o  a o  r e t o r n o  d o  f l u i d o ,  a l g u m a s  t r a
j e t ó r i a s  d e  p a r t í c u l a s  c r u z a m - s e  a si m e s m a s ,  c o m o  m o s t r a m ,  p o r
e x e m p l o ,  a s  F i g u r a s  5.51 e 5 . 9 2 .  A s  p a r t í c u l a s ,  d e v i d o  ã s u a
i n é r c i a ,  a v a n ç a m  n o  s e n t i d o  c o n t r á r i o  a o  d o  e s c o a m e n t o  d o  f l u i
d o  a t é  q u e  s u a s  v e l o c i d a d e s  se t o r n e m  z e r o ,  q u a n d o  s u a s  t r a j e t o
r i a s  m u d a m  d e  d i r e ç ã o .
A n a l i s a n d o - s e  a s  t r a j e t ó r i a s  m o s t r a d a s  n a  F i g u
r a s  5 . 7  a 5 . 9 4  c o n c l u i - s e  q u e  é c o n s i d e r á v e l  a c o m p o n e n t e  verti^ 
c a l  d a  v e l o c i d a d e  c o m  s e n t i d o  c o n t r á r i o  a o  d e  p e n e t r a ç ã o  n a
r a n h u r a ,  n a  r e g i ã o  a n t e r i o r  ã m e s m a .  E s t e  f a t o  i n v i a b i l i z a  a 
s i m p l i f i c a ç ã o  d a  g e o m e t r i a  r e a l i z a d a  p o r  Z e b e l  [29] .
N o s  Q u a d r o s  5 . 6  a 5 . 1 7  e s t ã o  t a b e l a d a s  a s  t r a  
j e t ó r i a s  c r í t i c a s ,  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s  e o s  c o e f i c i e n  
t e s  d e  s u c ç ã o .  N e s s e s  q u a d r o s ,  y c é a c o o r d e n a d a  y  i n i c i a l  
d a s  l i n h a s  d e  c o r r e n t e  c r í t i c a s  e t r a j e t ó r i a s  c r í t i c a s  e A  é 
o  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o .
AF L U I D O 0 , 0 3
- 0 , 0 1
-
S t  = 0 , 1 - 0 , 0 0
Q u a d r o  5 . 6  - L / a  = 0 , 1  ; v œ /v s p  = 1•
yc A
F L U I D O 0 , 2 5
- 0 , 0 6
-
S t  = 0 , 1 0 , 0 5
- 0 , 0 6
0 , 3 5
S t  = 0 , 2 - 0 , 0 0
S t  = 0 , 3 - 0 , 0 0
Q u a d r o  5 . 7  - L / a  = 0,1 ; V oo/v g p  - 1/5.
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A
F L U I D O 0 , 5 1
- 0 , 1 2
-
cn rt II o ■i 0 , 3 7
- 0 , 1 2
0 , 7 8
S t  = 0 , 2 0 , 1 9
- 0 , 1 2
0 , 4 9
S t  = 0 , 3 0 , 0 3
- 0 , 1 2
' 0 , 2 4
S t  = 0 , 5 - 0 , 0 0
Q u a d r o  5 . 8  - L / a  = 0,1 ; V ^ / V g p  = 1 / 1 0
A
F L U I D O 0,77
-0,18
-









St = 0,5 0,05
-0,18
0,24
CO r+ II o - 0,00
St = 1,0 - 0,00
St = 1,2 - 0,00
Q u a d r o  5 . 9  - L / a  = 0 , 1  ; V ^ / V g p  = 1/1 5 .
AF L U I D O 0 , 1 8
- 0 , 0 5
j
St = 0 , 1 - 0 , 0 0
a a d r o  5 . 1 0  - L / a  = 0 , 3 '• V oo/VSp = 1 .
y c A
F L U I D O 0 , 9 9  , 
- 0 , 2 4
-
St = 0 , 1 0 , 9 0
- 0 , 2 4
0 , 9 3
St = 0 , 3 0 , 4 8
- 0 , 2 3
0 , 5 8
St = 0 , 5 0 , 0 2
- 0 , 2 3
0 , 2 0
St = 0 , 7 - 0 , 0 0
St = 1 , 0 - 0 , 0 0
Q u a d r o  5 . 1 1  - L / a  = 0 / 3  ; V œ / V S p = 1/5.
AF L U I D O 1 ,91 -0,46 -
S t  = 0,3 1 ,83 -0,45 0,96


















S t  = 1 ,2 0,2-0,45 0,27
S t  = 1,5 - 0,00
S t  = 2,0 - 0,00
S t  = 3,0 - 0,00
S t  = 4,0 0,00
Q u a d r o  5 . 1 2  - L / a  = 0 , 3  ; V œ / V s p  = 1 / 1 0 .
AF L U I D O 2 , 7 2
- 0 , 6 6
-
S t  = 1 , 0 2 , 6 0
- 0 , 6 5
0 , 9 6
S t  = 1 , 5
2 , 5 4  
2 , 2 3  
1 , 2 2  
- 0 , 6 5
0 , 6 4
S t  = 2 , 0
2 , 4 7
2 , 2 0
0 , 2 8
- 0 , 2 1
0 , 2 2
’ S t- = 2 , 5 2 , 4 0
2 , 1 3
0 , 0 8
S t  = 3,0 2 , 3 3
2 , 0 4
0 , 0 9
S t  = 4 , 0 2 , 1 6  
1 , 8 8
0 , 0 8
S t  = 4 , 5 2 , 0 7
1 , 8 0
0 , 0 8
S t  = 5 , 0 1 ,97 
1 , 7 2
0 , 0 7
S t  = 6 , 0
1 ,71 
1 ,51 
- 0 , 0 8  
- 0 , 5 1
0 , 1 9
S t  = 6 , 5
1 ,54 
1 ,30 
0 , 1 4  
- 0 , 4 7
0 , 2 5
S t  = 7 , 0
1 , 2 2  
1 , 1 6  
0 , 4 2  
0 , 2 0
0 , 0 8
S t  = 8 , 0 - 0 , 0 0
Q u a d r o  5 . 1 3  - L / a  = 0 , 3  ; V œ / V s p  = 1 / 1 5 .
Y c A
F L U I D O 0,31
- 0 , 0 9
-
S t  = 0 , 1 - ooo
Quadro 5.14 - L/a = 0,5 ; V^/Vgp = 1•
A
F L U I D O 1 ,64 
- 0 , 4 1
-
S t  = 0 , 1 1 ,58 
- 0 , 4 0
0 , 9 7
S t  = 0 , 3 1 ,27 
- 0 , 4 0
0,81
S t  = 0 , 5 0 , 9 8
- 0 , 3 9
0 , 6 7
S t  = 0 , 7 0 , 6 9
- 0 , 3 9
0 , 5 3
S t  = 0 , 9 0 , 3 5
- 0 , 3 5
0 , 3 4
, „ S t  = 1 , 0 - 0 ,0 0 ,
S t  = 1,2 - 0 , 0 0
Quadro 5.15 - L/a = 0 , 5  ; v œ /v sp = 1/5«
y c A
F L U I D O 3 , 0 2
- 0 , 7 5
-
S t  = 1 , 0 2 , 8 6
- 0 , 7 4
0 , 9 5
S t  = 2 , 0
2 , 6 9  
2,41 
1 ,06 
- 0 , 7 2
0 , 5 5
S t  = 2 , 3
2 , 6 3
2 , 3 4
0 , 6 8
- 0 , 1 3
0 , 2 9
S t  = 2 , 5 2 , 5 9
2 , 3 0
0 , 0 8
S t  = 3 , 0 2 , 4 9
2 , 1 7
# 0 , 0 8
S t  = 4 , 0 2 , 2 6  
1 ,92
0 , 0 9
S t  = 5 , 0
1 ,98 
1 ,61 
0 , 1 0  
- 0 , 4 5
0 , 2 4
S t  = 6 , 0 1 ,58 
- 0 , 1 7
0 , 4 6
S t  = 6 , 5 1 ,26 
0 , 4 6
0 , 2 0
S t  = 7 , 0 - 0 , 0 0
Q u a d r o  5 . 1 6  - L / a  = 0 , 5  ; V œ / V s p  = 1 / 1 0
A4 , 0 4F L U I D O —
- 1  ,06
S t  = 0 , 1 4 , 0 3 1 , 0 0
- 1  ,06
S t  = 0 , 3 4,01 0 , 9 9
- 1  ,06
S t  = 0 , 5 4 , 0 0 0 , 9 9
- 1  ,06
S t  = 1 , 0 3 , 9 5 0 , 9 8
-1 ,05
S t  = 2 , 0 • 3 , 8 7 0 , 9 6
- 1 , 0 4
3 , 7 8
S t  = 3 , 0 3 , 0 4 0 , 7 4
2 , 0 1
- 1  , 0 2
3 , 7 3
S t  = 3 , 5 3 , 1 3 0 , 4 6
1 ,43
- 0 , 3 0
3,71
S t  = 3 , 7 3 , 1 2 0 , 3 7
1 , 2 0
- 0 , 1 2
S t  = 4 , 0 3 , 6 8 0 , 1 1
3 , 1 3
S t  = 5 , 0 3 , 5 9 0 , 1 0
3 , 0 7
S t  = 6 , 0 3 , 4 4 0 , 0 9
2 , 9 6
S t  = 7 , 0 3 , 3 8 0 , 1 1
2 , 8 2
S t  = 8 , 0 3 , 2 6 0 , 1 2
2 , 6 6
C o n t i n u a
S t  = 9 , 0
3 , 1 5
2 , 5 0
- 0 , 1 4
- 0 , 6 1
0 , 2 2
S t  = 1 0 , 0
3 , 0 2
2 , 3 2
0 , 1 9
- 0 , 5 5
0 , 2 8
S t  = 1 2 , 0
2 , 7 4  
1 ,84 
0,7 1 
- 0 , 4 4
0 , 4 0
S t  = 1 5 , 0 2 , 2 2
- 0 , 3 1
0 , 5 0
S t  = 1 7 , 0 1 ,65 
0 , 5 7
0 , 2 1
f
S t  = 1 8 , 0 - 0 , 0 0
S t  = 1 9 , 0 -  . 0 , 0 0
S t  = 2 0 , 0 - 0 , 0 0
Q u a d r o  5 . 1 7  - L / a  = 0 , 5  ; V œ / V s p  = 1/15.
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5 . 5  - O s  C o e f i c i e n t e s  d e  S u c ç ã o
A s  F i g u r a s  5 . 3 ,  5 . 4  e 5 . 5  a p r e s e n t a m  o s  c o e f i  
c i e n t e s  d e  s u c ç ã o  era f u n ç ã o  d o  n ú m e r o  d e  S t o k e s .  N e s s a s  F i g u r a s  
v e r i f i c a - s e  o  s e g u i n t e :
a) p a r a  t o d a s  a b e r t u r a s  d e  r a n h u r a  e r e l a ç õ e s  
d e  v e l o c i d a d e s  e x i s t e  u m  n ú m e r o  d e  S t o k e s  a c i m a  d o  q u a l  n ã o  
o c o r r e  a p e n e t r a ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  n a  s o n d a .  E s s e  n ú m e r o  d e  
S t o k e s  m á x i m o  a u m e n t a  c o m  o  c r e s c i m e n t o  d a  l a r g u r a  d a  r a n h u r a  e 
c o m  o  a u m e n t o  d a  sucção';
b) o c o r r e  u m a  g r a n d e  v a r i a ç ã o  d o  c o e f i c i e n t e  d e  
s u c ç ã o  c o m  o  n ú m e r o  d e  S t o k e s ;
í
c) q u a n d o  V oc/v s p  = 1 ' P a r a  t o â a s  a b e r t u r a s  d a  
r a n h u r a  e p a r a  t o d o s  o s  n ú m e r o s  d e  S t o k e s  c o n s i d e r a d o s  n ã o  h o u  
v e  c o l e t a  d e  p a r t í c u l a s ;
d) p a r a  a  m e s m a  r e l a ç ã o  V ó / V g p  e d i f e r e n t e s  -*-a£  
g u r a s  d a  r a n h u r a  a s  c u r v a s  d o  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  e m  f u n ç ã o  
d o  n ú m e r o  d e  S t o k e s  s e  c o m p o r t a m  d e  m a n e i r a  d i f e r e n t e ;
. e) p a r a  L / a  = 0 , 3  ; V co/v g p  = 1 / 1 5  e  L / a  = 0 , 5  ; 
v y v g p  = 1 / 1 0  e 1 / 1 5  h o u v e  u m  r e c r e s c i m e n t o  d o  c o e f i c i e n t e  d e  
s u c ç ã o  c o m  o  n ú m e r o  d e  S t o k e s .
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F i g u r a  5 . 3  - O s  C o e f i c i e n t e s  d e  S u c ç ã o  p a r a  L / a  = 0 , 1 .
Figura  5 .4  - Os C o e f ic ie n t e s  de Sucção para L / a  = 0 , 3 .
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F i g u r a  5 . 5  - O s  C o e f i c i e n t e s  d e  S u c ç ã o  p a r a  L / a  = 0,5.
A s  d u a s  p r i m e i r a s  v e r i f i c a ç õ e s  e v i d e n c i a m  o
c a r á t e r  s e l e t i v o  d a  c o l e t a .  E s s e  e f e i t o  t e m  s i d o  e v i d e n c i a d o  
t a n t o  t e ó r i c a  q u a n t o  e x p e r i m e n t a l m e n t e  e m  d i f e r e n t e s  s i s t e m a s  
f í s i c o s  a s s o c i a d o s  ã c o l e t a  e a m o s t r a g e m  d e  p a r t i c u l a d o s . T r a  
t a - s e  d e  u m  e f e i t o  i m p o r t a n t e  d o  p o n t o  d e  v i s t a  p r á t i c o :  a exijs 
t ê n c i a  d e  u m  v e n t o  l a t e r a l  p r o d u z  u m a  s e l e ç ã o  n a  c o l e t a  d e  p a r  
t í c u l a s ,  d e  a c o r d o  c o m  o  n ú m e r o  d e  S t o k e s ,  c a r a c t e r i z a n d o  u m a  
v a r i a ç ã o  s i g n i f i c a t i v a  n o s  r e s u l t a d o s  d e  a m o s t r a g e m .
A  o b s e r v a ç ã o  c m o s t r a  q u e  e x i s t e  u m a  v e l o c i d a ­
d e  d e  v e n t o  m á x i m a  a c i m a  d a  q u a l  n ã o  h á  c o l e t a .  E v i d e n c i a  t a m  
b é m  a  d i s c o r d â n c i a  d o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  a q u e l e s  forneci^ 
d o s  p o r  Z e b e l  [29], e x e m p l i f i c a d o s  p e l a  F i g u r a  5 . 6 .
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F i g u r a  5 . 6  - R e s u l t a d o s  O b t i d o s  p o r  Z e b e l  [29].
A  o b s e r v a ç ã o  d  p e r m i t e  c o n c l u i r  q u e  a a d i m e n  
s i o n a l i z a ç ã o  e m  r e l a ç ã o  à l a r g u r a  d a  r a n h u r a ,  u t i l i z a d a  p o r
Z e b e l  [29], s o m e n t e  é s a t i s f a t ó r i a  c o m  a s i m p l i f i c a ç ã o  d a  g e o  
m e t r i a  p o r  e l e  r e a l i z a d a .
N ã o  f o i  e n c o n t r a d a  u m a  e x p l i c a ç ã o  f í s i c a  p a r a  o 
r e c r e s c i m e n t o  d o  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o  c i t a d o  n a  o b s e r v a ç ã o  e. 
C o m  o s  t e s t e s  r e a l i z a d o s ^ k o  l o n g o  d a  o b t e n ç ã o  d o s  r e s u l t a d o s  a 
c r e d i t a - s e  q u e  e s t e  r e c r e s c i m e n t o  n ã o  s e  d e v e  a e r r o s  n a  s o l u  
ç ã o  n u m é r i c a .
T a l v e z  s e j a  p o s s í v e l  o b t e r  u m a  e x p l i c a ç ã o  p a r a  
e s t e  r e c r e s c i m e n t o  r e a l i z a n d o - s e  u m a  a n á l i s e  m a i s  p r e c i s a ,  c o m  
o s  n ú m e r o s  d e  S t o k e s  m e n o s  e s p a ç a d o s  e c o m  o u t r o s  v a l o r e s  p a r a  
a s  r e l a ç õ e s  d e  v e l o c i d a d e s  V ^ / V g p  e t a m b é m  c o m  o u t r a s  a b e r t u  
r a s  d a  r a n h u r a  d a  s o n d a .  S e r i a  t a m b é m  i n t e r e s s a n t e  v e r i f i c a r  a 
i n f l u ê n c i a  d a  v i s c o s i d a d e  n o  c o e f i c i e n t e  d e  s u c ç ã o .  O u t r a  a n á  
l i s e  d e  g r a n d e  i m p o r t â n c i a  é a r e f e r e n t e  à i n f l u ê n c i a  d a  v a r i a  
ç ã o  d o  â n g u l o  d e  a p r o x i m a ç ã o  d o  v e n t o  l a t e r a l .  E s s a s  a n á l i s e s  
n ã o  f o r a m  n o  e n t a n t o  r e a l i z a d a s  n o  p r e s e n t e  t r a b a l h o  s e n d o  su
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g e r i d a s  p a r a  u m  t r a b a l h o  f u t u r o .
A s  c o n s i d e r a ç õ e s  e x p o s t a s  n o s  s u b c a p í t u l o s  
e  5 . 5  e x p l i c a m  a s  d i v e r g ê n c i a s  d o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  c o m  
l e s  a p r e s e n t a d o s  p o r  Z e b e l  [29] e p e r m i t e m  c o n c l u i r  q u e  
r e s u l t a d o s  s ã o  i n a p l i c á v e i s .
5.4 
a q u e  
s e u s




Figura 5.9 - L/a = 0,1 ; V oo/V sp = 1/5 ; Fluido
F i g u r a  5.10 - L / a  = 0,1 ; V oo/v sP “ ' St “ 0,1
ro
351
F i g u r a  5.11 - L/a = 0,1 ; v œ /^gP = St = 0,2
-j(jj
F i g u r a  5.12 - L / a  = 0,1 ; V ^ / V g p  = 1/5 ; St = 0,3
F i g u r a  5.13 - L/a = 0,1 ; Vœ/VSP = 1/10 ; F l u i d o
-oUn
F i g u r a  5.14 - L / a  = 0,1 ; V oo/v S p = 1/10 ; St = 0 ,1
F i g u r a  5.15 - L/a = 0,1 ; V ^ / V g p  = 1/10 ; St = 0,2
4i*
F i g u r a  5.16 - L / a  = 0,1 ; V oo/V cp = ^  _
00
F i g u r a  5.17 - L / a  = 0,1 ; V ^ / V g p  = 1/10 ; St 0 , 5
vo
41’
F i g u r a  5.18 - L/a = 0 , 1  ; V ^ / V g p  = 1/15 ; F l u i d o
coo
F i g u r a  5 . 1 9  -  L / a  = 0 , 1  ? Vœ/ V sp = 1 / 1 5  ; S t 0 ,1
00
F i g u r a  5 . 2 0  -  L / a  = 0 ,1  ; Voo/Vgp = 1 / 15  ; S t  = 0 , 3
00NJ
£8
F i g u r a  5 . 2  2 -  L / a  = 0 ,1  ; Voo/v sP = 1 / 1 5  ; S t  ^ 0 , 7
C D.r»
F i g u r a  5 . 2 3  -  L / a  = 0 , 3  ; V ^ / V g p  = 1 ; F l u i d o
00
Ln
F i g u r a  5 , 2 4  -  L / a  = 0 , 3  ; V ^ / V g p  = 1  ; S t  = 0 ,1
00
CT»




F i g u r a  5 . 2 7  -  L / a  = 0 , 3  ; V ^ / V g p  = 1 / 5  ; S t  = 0 , 3
co




_ p + 4'
F i g u r a  5.29 - L / a  = 0,3 ; V  / V ct> = 1/5 ; St00 O  ir 0,7
F i g u r a  5.30 - L/a = 0,3 ; V oo/v sP =  ^^  ' St =  ^ ^
ro
F i g u r a  5.31 - L/a = 0,3 ; V ^ / V g p  = 1/10 F l u i d o
U)
F i g u r a  5.32 - L/a = 0,3 ; v œ /v sP = ' St “
F i g u r a  5.33 - L / a  = 0,3 ; V oq/v s P = ; St 0,5
v£>
Ln




F i g u r a  5.35 - L / a  = 0,3 ; V ^ / V g p  = 1 / 1 0  ; St = 1,0
' - j
F i g u r a  5.36 - L / a  = 0,3 ; V ra/V = 1/10 ; St = 1,2
vo00
F i g u r a  5.37 - L/a = 0,3 ; v œ /v S p = T/10 ; St 1 ,5
+*■*
F i g u r a  5.38 - L/a = 0,3 ; V ^ / V g p  = 1/10 ; St = 2,0
1 00
Figura 5.39




F i g u r a  5.41 - L/a = 0,3 ; V co/Vgp = 1/15 ; F l u i d o
o
CO
F i g u r a  5.42 - L / a  = 0 , 3  ; V ^ / V g p  = 1/15 ; St = 1,0
o
F i g u r a  5.43 - L/a = 0,3 ; V ^ / V g p  = 1/15 ; St - 1,5
1 05
F i g u r a  5.44 - L/a = 0,3 ; v œ /v sp = 1/15 ; St = 2,0
106
F i g u r a  5.45 L/a = 0,3 ; V œ / V sp = 1/15
F i g u r a  5.4 6 - L/a = 0,3 ; V ^ / V g p  = 1/15 St = 3,0
1 08
F i g u r a  5.47 - L / a  = 0,3 V„/Vsp =1/15 St = 4,0
109
F i g u r a  5.48 - L/a = 0,3 ; V cc/V sp “ 1/15 ; St = 4,5
1 10
F i g u r a  5.4 9 - L / a  = 0,3 ; V ^ / V g p  = 1/15 ; St = 5,0
1 1 1
F i g u r a  5.50 - L / a  = 0,3 V » / S P = 1/15 ; St  = 6,0
1 1 2
F i g u r a  5.51 - L/a = 0,3 ; V œ / V g p  = 1/15 ? St - 6,5
1 1 3
F i g u r a  5.52 - L/a = 0,3 V « / V SP = 1/15 : st 7,0
1 14




F i g u r a  5.54 - L/a - 0,5 V M / V sp = 1 ; F l u i d o
1 1 6
F i g u r a  5.55 - L/a = 0,5 ; V oo/v gp = 1 ; St = 0,1
117
F i g u r a  5.56 - L / a  = 0,5 ; V ^ / V g p  = 1/5 ; F l u i d o
1 1 8
F i g u r a  5.57 - L/a = 0,5 ; V oc/v sP =  ^^  ' St = ^
1 1 9
F i g u r a  5.58 - L/a = 0,5 ; V ^ / V g p  = 1/5 ; St 0,3
1 20
*TÛ
Figura 5.59 - L/a = 0,5 ; v œ /v gp = 1/5 " st - 0,5
'CCk
121
ti ‘r ft *
Figura 5.60 - L/a = 0,5 ; V œ /Vsp = 1/5 ; St = 0,7
•v->
1 22
F i g u r a  5.61 - L/a = 0,5 ; V oo/v sp = 1/^ 1 St =
123
Figura 5.62 - L/a = 0,5 ; V TO/V sp = ; st ~  ^ ^
V3 1 24
•eu
f4>. ■ vvï’ * .- .
,-m- •._.’» .■;?álft* : ÍC U X í - ■..•••:t. «  -:. •.. ,/ .ir*v ± - . \ n ■
F i g u r a  5.63 - L/a = 0,5 ; V ^ / V g p = 1/5 ; St = 1,2
tOLn
Figura 5.64 - L/a = 0,5 ; V^/Vgp = 1/10 ; Fluido 126
1 27
F i g u r a  5.66 - L/a = 0,5 ; V oq/V s P = 1/10 St
F i g u r a  5.67 - L/a = 0,5 ; V œ /V = 1/10 ; St = 2,3 129
F i g u r a  5.68 - L/a = 0,5 ; V 0c,/V gp = 1/10 ; St = 2,5 1 30
F i g u r a  5.69 - L/a = 0,5 ; V oo/V gp = 1/10 ; St = 3,0 131
Figura 5.70 - = 0,5 ; VOT/Vsp = 1/10 ; St = 1 32

F i g u r a  5.7 2 - L / a  = 0,5 ; V œ /gp = 1/10 ; St 6 , 0
1 34
F i g u r a  5.7 3 - L/a = 0,5 ; V œ / V sp = 1/10 ; St = 6,5
1 35
F i g u r a  5.74 - L/a = 0,5 ; V œ / V sp = 1/10 ; St 7,0
1 36
F i g u r a  5.75 - L/a = 0,5 V „ / V SP = 1/10 : st 10,0
1 37
Finura 5.76 - L/a = 0,5 ; Vœ /V - 1/15 ; Fluido
1 38
1 39
F i g u r a  5.78 - L/a - 0,5 ; V œ / V sp = 1/15 ; St = 0,5
140
F i g u r a  5.7 9 - L/a = 0,5 ; V oo/ V gp = 1/15 ; St = 1,0
141
F i g u r a  5.80 - L/a = 0,5 ; V œ / V sp = 1/15 ; St = 2,0
142
F i g u r a  5.81 - L/a = 0 , 5  ; V œ /V g p  = 1/15 ; St = 3,0
143
F i q u r a  5.82 - L/a = 0,5 ; V TO/V 5 p = 1/15 ; St = 3,5
144
F i g u r a  5.8 3 - L/a = 0,5 ; V œ / V gp = 1/15 ; St = 3,7
145
F i g u r a  5.84 - L/a = 0,5 ; Vœ / V sp = 1/15 ; St
146
F i g u r a  5.85 - L/a = 0,5 ; V ^ / V ^ p  = 1/15 ; St = 5,0
147
F i g u r a  5.86  - L/a = 0,5 ; V œ /Vgp - 1/15 ; St
F i g u r a  5.8 7 - L/a = 0,5 ; v œ /v gp - 1/15 ; St
+u
1 50
F i g u r a  5.89 - L/a = 0,5 ; V w / V sp = 1 / 1 5
F i g u r a  5.90 - L/a = 0,5 ; V ^ / V g p  - 1/15 ; St = 10,0
1 52
F i g u r a  5.91 - L/a - 0,5 ; V œ / V sp = 1/15 ; St = 12,0
1 53
,- f^i
F i g u r a  5.92 - L/a = 0,5 ; V œ / V sp = 1/15 ; St = 15,0
154





C A P Í T U L O  6
COMENTÃRTÔS FTNAIS
C o m o  p r i m e i r o  t r a b a l h o  n e s t a  á r e a ,  a p r o p o s t a  
i n i c i a l  d e s t a  p e s q u i s a  f o i  r e a l i z a r  u m a  a n á l i s e  d o s  m e c a n i s m o s  
d e  t r a n s p o r t e  e d e p o s i ç ã o  d e  p a r t í c u l a s  s u s p e n s a s  e m  f l u i d o s  
b e m  c o m o  d o s  p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  c o m  a a m o s t r a g e m  d e  a e r o  
s o i s ,  p o i s  o e s t u d o  d e  a e r o s o i s  g e r a l m e n t e  c o m e ç a  c o m  s u a  a m o s  
t r a g e m .
C o n s t a t o u - s e  n o  d e c o r r e r  d o  t r a b a l h o  a s  s e g u i n  
t e s  d i f i c u l d a d e s  e n c o n t r a d a s  e m  t r a b a l h o s  a n t e r i o r e s  n a  d e t e r  
m i n a ç a o  t e ó r i c a  d o s  c o e f i c i e n t e s  d e  s u c ç ã o  d e  s o n d a s  d e  a m o s ­
t r a g e m :
a) e m  a l g u n s  c a s o s  s ã o  r e a l i z a d a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  
d a  g e o m e t r i a  d o  p r o b l e m a  a f i m  d e  se o b t e r  
u m a  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a  p a r a  o  c a m p o  d e  v e l o ­
c i d a d e s  d o  e s c o a m e n t o ;
b) o s  e s c o a m e n t o s  s ã o  c o n s i d e r a d o s  p o t e n c i a i s ;
c) n a  d e t e r m i n a ç ã o  d a s  t r a j e t ó r i a s  d a s  p a r t í c u  
l a s  é c o n s i d e r a d o  s o m e n t e  o a r r a s t e  p e l o  flui­
d o ,  n a  f o r m a  d a  l e i  d e  S t o k e s ;
d) a s  p a r t í c u l a s  s ã o  c o n s i d e r a d a s  p o n t u a i s ;
e) n ã o  é c o n s i d e r a d o  o a u m e n t o  d a  r e s i s t ê n c i a  d o  
f l u i d o  ã m e d i d a  q u e  a s  p a r t í c u l a s  s e  aproxi_ 
m a m  d a s  p a r e d e s  d a s  s o n d a s ; f
158
f) n ã o  s ã o  c o n s i d e r a d a s  a s  f o r ç a s  d e  L o n d o n  - V a n  
d e r  W a a l s ;
g) n ã o  é c o n s i d e r a d a  a p o s s i b i l i d a d e  d e  r e f l e x ã o  
d a s  p a r t í c u l a s  q u e  se c h o c a m  c o m  a s  p a r e d e s  
d a s  s o n d a s .
N e s t e  t r a b a l h o  f o i  e l i m i n a d a  a n e c e s s i d a d e  d e  
s i m p l i f i c a ç ã o  d e  g e o m e t r i a s  c o m p l i c a d a s  u t i l i z a n d o - s e  o  m é t o d o  
d a  d i s t r i b u i ç ã o  d e  f o n t e s .  C o m  e s t e  m é t o d o  f o i  p o s s í v e l  d e t e r  
m i n a r  o s  c o e f i c i e n t e s  d e  s u c ç ã o  d e  u m a  s o n d a  p r o p o s t a  p o r  Z e b e l  
[29] s e m  e f e t u a r  a s i m p l i f i c a ç ã o  d a  g e o m e t r i a  p o r  e l e  r e a l i z a  
da.
S u g e r e - s e  q u e  n o v o s  t r a b a l h o s  c o n s i d e r e m  a s  o u  
t r a s  d i f i c u l d a d e s  l i s t a d a s  a c i m a  e n ã o  a b o r d a d a s  n e s t e  t r a b a  
l h o  e q u e  o b t e n h a m  d a d o s  e x p e r i m e n t a i s ,  p o s s i b i l i t a n d o  a c o m p a  
r a ç ã o  c o m  o s  r e s u l t a d o s  t e ó r i c o s .
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A P Ê N D I C E  1
A FORÇA VE ARRASTE EM UMA ESFERA ACELERAVA 
EM CREEP1NG FLOW
O  d e s e n v o l v i m e n t o  s e g u i d o  n e s t e  A p ê n d i c e  é b a  
s e a d o  n o s  t r a b a l h o s  d e  S t e w a r t  e M o r r i s o n  [36] e d e  Sy, T a u t o n  
e L i g h t f f o t  [37].
C o n s i d e r e m o s  u m a  e s f e r a  r í g i d a  e m  m o v i m e n t o  r e  
t i l í n e o  s e n d o  a c e l e r a d a  a p a r t i r  d o  r e p o u s o  e m  u m  f l u i d o  i n c o m  
p r e s s í v e l  e n e w t o n i a n o .  A l é m  d i s s o ,  r e s t r i n j a m o s  a a n á l i s e  a
b a i x o s  n ú m e r o s  d e  R e y n o l d s  d e  m a n e i r a  q u e  n a  e q u a ç ã o  d e
0
N a v i e r  - S t o k e s  p o s s a m  s e r  d e s c o n s i d e r a d o s  o s  t e r m o s  d e  i n é r  
c i a  e r e s t e  a e q u a ç ã o  p a r a  c r e e p i n g  f l o w .
U s a n d o  u m  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  c o m  o r i g e m  lo 
c a l i z a d a  n o  c e n t r o  d a  e s f e r a ,  c o n f o r m e  a Figura A . 1.1 o m o v i m e n  
t o  d o  f l u i d o  p o d e  s e r  d e s c r i t o  e m  t e r m o s  d a  f u n ç ã o  d e  c o r r e n t e  
d e  S t o k e s  ip [38] r e l a c i o n a d a  c o m  a s  c o m p o n e n t e s  d a  v e l o c i d a d e  
a t r a v é s  d a s  s e g u i n t e s  e q u a ç õ e s
96
r sen 6 dr
( A . 1 . 2 )
rv 2r s e n  0
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Fluido com velocidade 
V(t)
F i g u r a  A . 1.1 - O  S i s t e m a  d e  C o o r d e n a d a s  E s f é r i c a s
C o m  a s  r e s t r i ç õ e s  i m p o s t a s  a e q u a ç ã o  d o  m o v i ­
m e n t o  d o  f l u i d o  p o d e  s e r  e s c r i t a  [39]
E 2 (E2 - — —  — ) ifj = 0 (A. 1.3)
v 3t
2o n d e  v é a v i s c o s i d a d e  c i n e m á t i c a  d o  f l u i d o  e E  e u m  o p e r a  
d o r  d i f e r e n c i a l  d e f i n i d o  p o r
e 2 = 3 2 + s e n  _6 J _  ( _J---  3_) ( A . 1.4)
dr2 r 2 30 sen 9 36
A  e q u a ç ã o  ( A . 1.3) d e v e  s a t i s f a z e r  a s  s e g u i n t e s  
c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  e c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s
em r = a ( A . 1 . 5 )
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v 0 = 0 e m  r = a ( A . 1 . 6 )U
l i m  v  = - V ( t)  c o s  8 ( A . 1.7)
r-M»
l i m  V q = V( t)  s e n  0 ( A . 1.8)
r->oo
v = 0  e m  t = 0 ( A.1.9)r
V q = 0 e m  t = 0 ( A . 1.10)D
o n d e  a é o r a i o  d a  e s f e r a .
UiJta r e d u ç ã o  d o  n ú m e r o  d e  v a r i á v e i s  p o d e  s e r  f e i  
t a  o b s e r v a n d o - s e  q u e  a s  c o n d i ç õ e s  d e  c o n t o r n o  ( A . 1.7) e (A.1.8) 
e a s  e q u a ç õ e s  (A. 1.1) e (A. 1.2) s u g e r e m  u m a  s o l u ç ã o  p a r a  \f) d a  
f o r m a
\[> = f ( r , t )  s e n 2 0 (A* 1.11)
S u b s t i t u i n d o  ( A. 1.11) e m  ( A . 1.3) o b t e m o s
(lí---- J-) (1?------- 1 - l i . )  f ( r ,t ) = 0 ( A . 1.12)
3 r 2 r 2 8 r 2 r 2 v 3t
U s a n d o  a t r a n s f o r m a d a  d e  L a p l a c e  c o m  r e l a ç ã o  a o  
t e m p o  n a  e q u a ç ã o  ( A . 1.12) e d e n o t a n d o  u m a  q u a n t i d a d e  t r a n s f o r  
m a d a  p o r  u m a  b a r r a ,  t e m o s
169
-) <-
3 r‘ 3r" v
O  p r o b l e m a  p o d e  s e r  m a i s  f a c i l m e n t e  
e x p r e s s a n d o  f (r,s) c o m o  s o m a  d e  d u a s  f u n ç õ e s
f = f 1 + f 2
d e  m a n e i r a  q u e
(i?---- L) f = o
3 r 2 r 2
e (— ---- —  - -) f 2 = 0
dr2 r 2 v
A s  s o l u ç õ e s  g e r a i s  p a r a  f^ e f 2 s ã o  
f 1 = A  r 2 + B  r " 1
C o n s e q u e n t e m e n t e  ^  é d a d a  p o r
( A . 1 .13)
r e s o l v i d o
( A . 1.14)
( A . 1.15)
( A . 1 .16)
( A .1.17)
( A . 1 .18)
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+ D  ( s\ i 2 — ) ] s e n
v
( A . 1 .19)
A s  c o n s t a n t e s  s ã o  d e t e r m i n a d a s  c o m  a s  c o n d i ç õ e s
d e  c o n t o r n o
e m  r . = a (A .1.20)
dr
= 0 e m  r = a ( A . 1.21)
l i m  i . .  = — ] s e n 2 9 ( A . 1.22)
r 2
l i m  —  —  = V(s )  sen2 0 (A i1 . 2 3 )
r-s-°°- r 8r
O s  r e s u l t a d o s  s ã o
A = (A . 1 .24)
2
B = - 2 1 5 ! a 3 - 1 V ( s ) a 2 v
s
s 1 * 1 )
v a
( A . 1 .25)
C - 0 ( A . 1 .26)
D  = -  V (s )  a -  e x p  a 
2 s
C o n f o r m e  M o r r i s o n  [40] a f o r ç a  e x e r c i d a  p e l o  
f l u i d o  e m  u m  c o r p o  a c e l e r a d o  e m  " c r e e p i n g  f l o w "  a x i s s i m é t r i c o  
é d a d a  p o r
171
v
s ( A . 1 .27)
3F  = - TTp ---
3t
3^- ^ h  n
(r ---1 + 2 rl>2 - ^ — ) —  d u 2 (A. 1.28)
3u 1 3 u 1 h 1
o n d e  a i n t e g r a ç ã o  é a o  l o n g o  d a  s u p e r f í c i e  d o  c o r p o .  S ã o  u s a  
d a s  c o o r d e n a d a s’ c u r v i l í n e a s  o r t o g o n a i s  e s c o l h i d a s  d e  m a n e i r a  
q u e  u 1 é c o n s t a n t e  s o b r e  a s u p e r f í c i e ,  p é a d e n s i d a d e  d o  
f l u i d o ,  r é a p o s i ç ã o  r a d i a l  c i l í n d r i c a ,  h^ e h 2 s ã o  c o e  
f i c i e n t e s  m é t r i c o s .  A s  f u n ç õ e s  e ij>2 s ã o  c ò m p o n e n t é s  d a
f u n ç ã o  d e  c o r r e n t e  d e  S t o k e s
ip = rpj + ip 2 (A. 1 .29)
A  f u n ç ã o  ^ d e v e  s a t i s f a z e r  a e q u a ç ã o  ( A . 1.3) 
e ipj e ip2 a s  s e g u i n t e s  e q u a ç õ e s
E 2 = 0 *A * 1 • 3°)
E 2 ^ = 1  l í l  ( A . 1 .31)
2 v 3t
P a r a  u m a  e s f e r a  d e  r a i o  a, a e q u a ç ã o  ( A . 1.28)
s e  r e d u z  a
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\jj = [ A r 2 + B r  1 + C ( -  - -) e x p  (r , -) + 
v r \ v
+ D ( — ) ] s e n 2 0 
v
( A . 1 .19)
d e  c o n t o r n o
A s  c o n s t a n t e s  s ã o  d e t e r m i n a d a s  c o m  a s  c o n d i ç õ e s
= 0 e m r = a ( A . 1.20)
dr
= 0 e m r = a ( A . 1.21)
l i m
27^-00
V( s)  2 _— —  s e n  0 ( A . 1.22)
l i m  —  —  = V(s) s e n 2 0 
r^-oo r 8 r
( A . 1.23)
O s  r e s u l t a d o s  s ã o
A  = V  (s) ( A . 1 .24)
B = - ^ÍÜ. a3 - 2 vis) a2 ï ( 2 \  1 )
v a
( A . 1 .25)
C = 0 ( A . 1 .26)
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F = - Trpa —  
3t
TT 3 ^  .
(a ---- + 2 \py) s e n  0 d0 ( A . 1.32)
3r
A p l i c a n d o  a t r a n s f o r m a d a  d e  L a p l a c e ,  a e q u a ç ã o
f i c a
F  = - irpas (a ---- + 2 ^ 9 ) s e n  0 d0 ( A . 1.33)
3r
o n d e
dip.
3r
3f 1 ( r ,s) 
3r
s e n  t 
r = a
( A .1.34)
ifj 2 = Í 2 (a/S) se n  0 ( A . 1.35)
S u b s t i t u i n d o  e n a  e q u a ç ã o  (A. 1.33) e
r e a l i z a n d o  a i n t e g r a ç ã o  o b t e m o s  a s e q u i n t e  e q u a ç ã o  p a r a  a 
t r a n s f o r m a d a  d a  f o r ç a
F = - Trpa [ 6 v V( s)  + 2 a ^ s  V(s) + 6 a v -  V  ( s ) ]
v
( A . 1.36)
A  t r a n s f o r m a d a  i n v e r s a  d e s t a  e q u a ç ã o  n o s  f o r n e ­
c e  a e q u a ç ã o  p a r a  a f o r ç a  d e  a r r a s t e
173
3  d V  -ÍTT 2  V  1 / 2TT _ J TT  ^ * V »F = - 3iTy d p  V  - —  P d p  —  - —  P d p  (— )
1 2  d t  2 TT
d V
ãí f t T - T
( . 1 . 3 7 )
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A P Ê N D I C E  2
A OBTENÇÃO VA EQUAÇÃO INTEGRAL NA FRONTEIRA
C o n s i d e r e  uma semi-circunferência n a  f r o n t e i r a  d e  
u m  d o m í n i o  b i d i m e n s i o n a l .  P o d e  s e r  a s s u m i d o  q u e  o  p o n t o  d e  i n  
t e r e s s e  e s t á  l o c a l i z a d o  n o  c e n t r o  d a  s e m i - c i r c u n f e r ê n c i a  c o n  
f o r m e  a F i g u r a  A . 2 . 1 . Q u a n d o  o r a i o  e é r e d u z i d o  a z e r o  o p o n  




F i g u r a A . 2 . 1 -  A  S e m i - C i r c u n f e r ê n c i a  n a  F r o n t e i r a .
U t i l i z a n d o








- l i m
e ->0
o n d e  
t è n d e  a
v  (p) =
o n d e  £(
v(p) =
v  (P ) = 1 i m  
£•+0
- V <f> (P,q) o (q) dr
r-r.
V p 1 o (q) dr (A.2.2)
c o r r e s p o n d e  ã s e m i - c i r c u n f e r ê n c i a . Q u a n d o  Ç -*■ 0, P 
p  (um p o n t o  n a  s u p e r f í c i e )  e t e n d e  a T
‘KP/CJ) cr(q) dr - lim 
p  Ç+0
V Ixi — ----- a(q) drP
v ?(P,q)
(A.2.3)
F a z e n d o  u s o  d e
V ln  P
1 Ç( P , q > (A.2.4)
K (p / q) ? ( P, q)
P,q) é o v e t o r  u n i t á r i o  n a  d i r e ç ã o  ( P , q ) , t e m o s




o(q) dr (A.2 .5)
N o  l i m i t e ,  q u a n d o  Ç t e n d e  a z e r o ,  £ t o m a  a 
d i r e ç ã o  d a  n o r m a l  e m  p  e o v a l o r  d e  o(q) t e n d e  p a r a  a u n i  
f o r m i d a d e ,  s e u  v a l o r  m é d i o  s e n d o  i g u a l  a o (p)
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v  ( p ) = - V é(p,q) a ( q )  dr + n a (p) lim
P  ' ~ ~p  Ç-K)
dr
(A.2.6)
E f e t u a n d o  a i n t e g r a l  e o l i m i t e  d o  2 9  t e r m o  d o  
l a d o  d i r e i t o  o b t e m o s




A P Ê N D I C E  3
VETERMINAÇÃO VOS COEFICIENTES VAS INTENSIVAVES 
VAS FONTES NO SISTEMA VE EQUAÇÕES
O  s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  a s e r  r e s o l v i d o  p a r a  a 
o b t e n ç ã o  d a s  i n t e n s i d a d e s  d a s  f o n t e s  n o s  e l e m e n t o s  é o  defini, 
d o  p e l a  e q u a ç ã o  (4.14).
N
tt a ( p i) + Z o 
j = 1 
j ^ i
) (x' . ’ p i
r .
3
(V  - v
p i  - q
dr
+ y ' .^ p i
(ypi ~ yql  dD = v(pi) - (Xp± v^ípi) +
Ipi - Ç(l
y' . V  v (pi) i = 1 ,N ^ p i  » y
( A . 3.1)
A s  i n t e g r a i s  e m  c a d a  e l e m e n t o  s ã o  f a c i l m e n t e  rea 
l i z a d a s  e m  u m  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  b a s e a d o  n o  e l e m e n t o .  Dess 
s e  m o d o ,  d e v e m o s  r e a l i z a r  u m a  m u d a n ç a  d e  c o o r d e n a d a s  c o n f o r m e  
a F i g u r a  A . 3.1.
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F i g u r a  A . 3.1 - O  S i s t e m a  d e  C o o r d e n a d a s  M o n t a d o  n o  E l e m e n t o
A s  c o o r d e n a d a s  d o  p o n t o  p i  n o  n o v o  s i s t e m a  d e  
c o o r d e n a d a s  s ã o  o b t i d a s  p o r
^ p i  " (xp i  “ X p j ) Y pj (Yp i  Y pj* X P3
(A.3.2)
n - (x — x . l x ^  + í v - - V - Í y 1 ' ( A. 3.3)n p i  - 'x p i  X p j j PD 'y p i  y p r  yP3
o n d e  x' . e y' . s ã o  o s  c o s s e n o s  d i r e t o r e s  d a  n o r m a l  a o  ele- 
PD P3
m e n t o  j e m  r e l a ç ã o  a o  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  o r i g i n a l .
R e s o l v e n d o  as i n t e g r a i s  t e m o s
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AS /2
■ À S / 2
< S p i  ~  d g
-AS/2 ’pi‘ « o i  -  Ç ) 2  + < n P i  -  1 1 ) 2
= V,
(Ç . + A S / 2 ) 2 + ru,1  in PA_________________ (A. 3.4)
2 <E - AS/2)2 ♦ n 2
(T|p i  - n) d S
- A S / 2  (EP Í  - 5 ) 2  * lV  - n ) 2
= V Tl
n . a s
= a r c t g  --------------------------- ---- —  (A. 3. 5)
n 2 . + ç 2 . _ ( M ) 2 
pi P 1 ?
A s  e q u a ç õ e s  (A.3.4)' e (A .3.5) f o r n e c e m  a s  c o m p o ­
n e n t e s  d a  v e l o c i d a d è  i n d u z i d a  n o  p o n t o  p i ,  p e l o  e l e m e n t o  j , 
n o  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s  b a s e a d o  n o  e l e m e n t o .  R e a l i z a n d o  a m u  
d a n ç a  d e  c o o r d e n a d a s  p a r a  o s i s t e m a  o r i g i n a l  e a m u l t i p l i c a ç ã o  
p e l o s  c o s s e n o s  d i r e t o r e s  d a  n o r m a l  a o  e l e m e n t o  i , o b t e m o s  o s  
c o e f i c i e n t e s  d a s  i n t e n s i d a d e s  d a s  f o n t e s  d o s  e l e m e n t o s  j , n a s  
e q u a ç õ e s  d e f i n i d a s  p o r  ( A . 3.1) .
0  s i s t e m a  d e  e q u a ç õ e s  (A.3.1) p o d e  a g o r a
c r i t o
N  _
7T a ( p i )  + E C. . a(pj) = V ( p i )  -
■ j = 1 3
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APÊNDICE 4
ALGORITMO PARA RESOLUÇÃO VA EQUAÇÃO VA TRAJETÓRIA VA PARTÍCULA
O  m o v i m e n t o  d a  p a r t í c u l a  é d e s c r i t o  p e l a  s e g u i n
t e  e q u a ç ã o
d u  .
S t  ---= - (u . - u f 1 ) (A. 4.1)
d 6 ~Pi
A s  c o n d i ç õ e s  i n i c i a i s  u s a d a s  n e s t e  t r a b a l h o  s ã o
(A .4 . 2 )r 1 (0 ) = r 1
U p i (0) = up1 ( A . 4.3)
o n d e  u  é i g u a l  à v e l o c i d a d e  d o  f l u i d o  n a  p o s i ç ã o  r ^ .
~ hr *
■..... ...... ~ ■ E m  t e r m o s  d a s  - c o m p o n e n t e s  u ^  e v ^  d a  velocjL
d a d e  d a  p a r t í c u l a  u p 1 e d e  u f e v f d a  v e l o c i d a d e  d o  f l u i
d o  U.C t e m o s  ~f 1
d u
S t  ----- E _  + u  = u ,  (A.4.4)P fde
d v
S t  ---- -2—  + v  = v .  (A. 4.5)P f
d 0
u  (0 ) = u (A.4 . 6 )P P
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c o m o
v p (0) = v p  (A.4.7)
'Este'”' s i s t e m a“de' e q u a ç õ e s  p o d e  a i n d a  s e r  - e s c r i t o
s t  - * 5 ____  + —  = u f (A.4 . 8 )
de2 de
s t
2dy + .< % _  = v  (A.4.9) 
de2 d8
x  (0) = x  ’ w,: (A.4.10)
ã x  (0) = u  (A.4.11)
de
y (0 ) = y (A.4.12)
(0) = v  ( A.4.13)
de
o n d e  u ^  e s a o  f u n ç õ e s  d e  x e y.
N a  o b t e n ç ã o  d o  a l g o r i t m o ,  p r i m e i r a m e n t e  s ã o  de 
t e r m i n a d a s  a s  s o l u ç õ e s  a n a l í t i c a s  d a s  e q u a ç õ e s  ( A. 4 . 4 ) ,  (A.4.5), 
(A.4 . 8 ) e (A.4.9) c o n s i d e r a n d o - s e  u f e v f c o n s t a n t e s  e
i g u a i s  a o s  s e u s  v a l o r e s  i n i c i a i s  u ^  e v ^
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u  (0) = u ^  + (u - u f ) e x p  (- — ) ( A.4.14)
p r P  S t
v  (0) = v ,  + (v - v f ) e x p  (- — ) (A.4.15)P  t p  r s t
x(0 ) = x  + u f 0 - S t ( u  ~ u f ) (exp (- — ) - 1) (A.4.16) 
r p  r St
y (0) = y  + v f 0 - S t  (v - v f ) (exp (- — ) - 1) (A. 4.17)
P  St
C o m  a s  e q u a ç õ e s  (A.4.16) e (A.4 . 17)  t e m o s  u m a  
p r e v i s ã o  p a r a  a p o s i ç ã o  d a  p a r t í c u l a  n o  f i n a l  d o  p a s s o .  A g o r a  
p o d e m o s  c o n s i d e r a r  q u e  u ^  e v ^  v a r i a m  l i n e a r m e n t e ,  d o  s e u  
v a l o r  i n i c i a l  u ^  , v ^  a t é  u ^  , v ^  ( v a l o r e s  d e  u ^  e v ^  n a  
p o s i ç ã o  p r e v i s t a  d a  p a r t í c u l a )  e iíhtegrar a n a l i t i c a m e n t e  as 
e q u a ç õ e s  d a  t r a j e t ó r i a  d a  p a r t í c u l a .
d u  , (uf - u-,)
S t  ---- £  + u  = u .  + — -------—  0 (A.4.18)D  r
d 0 “ h
d v  . (v. - v.)
S t  ---- 2  + v  = v ^  + — -------—  0 (A .4.19)P f
d 0 h
o n d e  h  é o p a s s o ,  i s t o  é, o i n t e r v a l o  d e  t e m p o  n o  q u a l  f o i  
a v a l i a d a  a n o v a  p o s i ç ã o  d a  p a r t í c u l a .
A s  s o l u ç õ e s  s ã o  a s  s e g u i n t e s
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__ g
u  (6 ) = ü f + (ü - u f ) e x p  (-----:) + -------------
p  p  S t  h
S t  (—  - 1 + e x p  { - — í ) <A -
St st
e  (V f  - Vf)
v  (8 ) = v f + (v - v f ) e x p  (----- ) +  
P  S t  h
S t  (—  - 1 + e x p  (- — ) ) A^ -
S t  S t
A  p o s i ç ã o  d a  p a r t í c u l a  c o r r i g i d a  é o b t i d a  
g r a n d o - s e  (A.4.20) e ( A.4.21)
x (6 ) = x  + u f 0 - (up - u f ) S t  (exp (----- ) - 1) +
S t
(uf - u f )
S t  (- J ------0 - S t  (exp (- — ) -  1) ) (A
2 S t  S t
y (0) = y  + v f 0 - (v - v f ) S t  (exp (----- ) - 1) +
St




i n t e -
. 4 . 2 2 )
. 4 . 2 3 )
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A  n o v a  p o s i ç ã o  d a  p a r t í c u l a  o b t i d a  d e  (A. 
e (A . 4. 2 3 )  p o d e  s e r  u s a d a  p a r a  c a l c u l a r  n o v a s  u p  e v f 
a s s i m  fazermos m a i s  c o r r e ç õ e s  n a  t r a j e t ó r i a  d a  p a r t í c u l a .
. 22)
e
